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Kapitel 1

Orthogonale Polynome

1.1 Polynomraume

1.1.1 Satz: Ein reelles Polynom vom Grad n hat héchstens n Nullstellen
oder es ist das Nullpolynom.

Beweis. Fiir n = 1 handelt es sich um ein lineares Polynom und die Aussage
des Satzes ist unmittelbar klar. Sei nun p ein Polynom strikt vom Grad n > 1
mit Nullstelle zy. Dann gibt es nach dem euklidischen Algorithmus zur Division
mit Rest ein Polynom ¢ vom Grad n — 1 und eine Konstante ¢, so dass

p(x) = (x — z0)g(x) + ¢ (1.1)
Daraus folgt p(xg) = ¢, so dass folgt ¢ = 0. Wir konnen dieses Verfahren fiir alle
weiteren Nullstellen 1, ..., z,, wiederholen und erhalten

(x — x;), (1.2)
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wobei 7(z) ein Polynom vom Grad n — m sein muss, da p vom Grad n ist.
Insbesondere muss gelten m < n. O

1.1.2 Korollar: Zwei reelle Polynome vom Grad n sind identisch, wenn
sie in mindestens n 4+ 1 Punkten iibereinstimmen. Insbesondere ist je-
de Menge von Monomen {z*o x*1 ... 2k} fiir paarweise verschiedene
Exponenten k; linear unabhéangig.




1.1.3 Satz: Die Polynome vom maximalen Grad n bilden einen Vektor-
raum der Dimension n + 1. Wir bezeichnen ihn mit P,,.

1.2 Skalarprodukt und Orthogonalitat

1.2.1 Definition: Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung a: V' x
V' — R heifit Bilinearform, wenn fiir u,v,w € V und «, § € R gilt

alau + Bv,w) = aa(u, w) + Ba(v, w) (1.3)
a(w, au + Pv) = aa(w, u) + Pa(w,v). (1.4)

Eine Bilinearform heiftt symmetrisch, wenn fiir u,v € V gilt
a(u,v) = a(v,u). (1.5)

Sie heift positiv semi-definit, wenn a(u,u) > 0 fir alle u € V und
positiv definit, wenn zusétzlich

alu,u) =0 = u=0. (1.6)

Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform heiftt Skalarprodukt,
in der Regel notiert als (-, -).

1.2.2 Lemma: Sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).
Dann ist durch

[ull = /(u, w) (L.7)

auf V' eine Norm definiert. Ein reeller Vektorraum V' mit Skalarprodukt
und zugehoriger Norm heifit euklidischer Vektorraum.

1.2.3 Lemma (L?-Skalarprodukt): Auf dem Raum V = P,, der reellen
Polynome vom Grad bis zu n ist durch

g = / p(z)q(z) de (18)

ein Skalarprodukt definiert.




1.2.4 Definition: Zwei Vektoren u,v € V heifsen orthogonal, wenn
(u,vy = 0. (1.9)
Ein Vektor u € V ist orthogonal zum Untervektorraum W C V, wenn

(u,v) =0 Yv e W. (1.10)

1.2.5 Notation: Von nun an bezeichnet V immer einen endlichdimen-
sionalen, reellen, euklidischen Vektorraum.

1.2.6 Lemma (Bunjakowski-Cauchy-Schwarzsche Ungleichung):
Fiir zwei beliebige Elemente u,v € V gilt

(u, v) <] [|v]]- (1.11)

Gleichheit gilt genau dann, wenn u und v kollinear sind, also v = au mit
einem skalaren Faktor a.

Beweis. Lineare Algebra, auch Wikipedia. O

1.2.7 Lemma (Pythagoras): Seien zwei Vektoren v € V und v € V
orthogonal zueinander. Dann gilt

l + wlI* = Jlull® + [lo]]* (1.12)

Beweis. Hausaufgabe. O

1.3 Bestapproximation und orthogonale Projek-
tion

1.3.1 Definition: Sei A C V ein affiner Unterraum eines euklidischen
Vektorraums. Dann ist die Bestapproximation u;, € A eines Vektors u €
V in A definiert durch die Beziehung

Il — up]| = minl|u - v]. (1.13)




1.3.2 Satz: Sei A = w + W ein nichtleerer, affiner Unterraum von V.
Dann existiert die Bestapproximation nach Definition 1.3.1 und ist ein-
deutig bestimmt. Es gilt die notwendige und hinreichende Bedingung

(u—up,v) =0 YoveW. (1.14)

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017, Satz 2.14] oder [Deuflhard and Hohmann, 2008,
Satz 3.4]. O

1.3.3 Definition: Sei W C V ein Untervektorraum. Dann gilt V' =
W@ WL, wobei das orthogonale Komplement W+ eindeutig definiert
ist durch

WL:{UEV|<v,w>:0 Yw e W}. (1.15)
Die Losung ITyyu = up, € W der Bestaproximationsaufgabe nennen wir

die orthogonale Projektion von v € V auf W.

\. J

Lemma 1.3.4. Das orthogonale Komplement und die orthogonale Projektion
sind wohldefiniert.

Beweis. Satz 1.3.2. O

1.3.5 Beispiel: Die Aufgabe der Gaufsschen Ausgleichsrechnung lautet:
finde zu einer gegebenen Funktion f das Polynom vom Grad hoéchstens
n, das auf dem Intervall [—1,1] den mittleren quadratischen Abstand
minimiert, also p € P,, mit

1

[ (@) = p@)? o = min [ () @)z (110

Die Lésung erfillt




1.4 Orthogonale Basen

\

1.4.1 Lemma: W&hlt man eine Basis {¢;} fiir W, so transformiert wird
die Orthogonalitétsbedingung in Satz 1.3.2 zum linearen Gleichungssy-
stem

Gx=h. (1.18)

Hier sind x der Koeffizientenvektor der Losung u,, G die Gramsche
Matrix und b die rechte Seite gegeben durch

J

Bemerkung 1.4.2. Das Gleichungssystem héngt nur von der Wahl einer Basis
in W ab, nicht in V.

1.4.3 Definition: Eine Menge von Vektoren {p1,...,0,} C V bildet
ein Orthogonalsystem, wenn

(pirpj) =0  VI<i<j<n.

Sie ist ein Orthonormalsystem, wenn zusétzlich ||p;|| = 1 fiir alle
Elemente gilt. Ein Orthonormalsystem, das eine Basis bildet, heifst Or-
thonormalbasis (ONB).

1.4.4 Lemma: Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhéngig.

1.4.5 Lemma (Parsevalsche Gleichung): Sei {¢;} fir i = 1,...,n
eine ONB von V. dann gilt fiir jedes v € V mit der Basisdarstellung

v= in% (1.20)
i=1
die Identitat

vl =" a2 (1.21)
g=il




1.4.6 Lemma: Beziiglich einer ONB ist die Gramsche Matrix die Ein-
heitsmatrix. Damit berechnen sich die Eintrdge des Koeffizientenvektors
x in Lemma 1.4.1 durch die einfache Formel

z; = by = (u, ;). (1.22)

1.4.7 Theorem (Gram-Schmidt-Verfahren): Jede linear unabhén-
gige Menge von Vektoren {v1,...,v,} CV wird mit dem folgenden Ver-

fahren in ein Orthonormalsystem {¢1,...,¢n} C V umgeformt:
_ 1
PL= Toa 1
i-1 (1.23)
wj:vj—z<vj,<pi><pi pj = Hijjl\ w; ji=2,...,n
i=1

Fiir alle 1 < k < n gilt

Span{wl,“',@k} :Span{vla”'uvk} (124)

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017].

1.4.8 Algorithmus (Gram-Schmidt):
def gram schmidt(v):

(n,m) = v.shape
for j in range(n):
delta = np.zeros (m)

for i in range(j—1):
r = sprod(v[:,j],v[:,i])
delta += r*v[:,i]

v[:,j] —= delta
norm = np.sqrt(sprod(v[:,j],v[:,j]))
vl:,j] /~ norm




1.4.9 Beispiel: Wir wihlen fiir Polynome das L2-Skalarprodukt aus
Lemma 1.2.3 und die Basis {1,z,...,2" '} fiir P,_;. Wir verwenden
die Iplementation in Algorithmus 1.4.8 und messen den Erfolg nach der
Grofe der Nebendiagonaleintrige der Gramschen Matrix.

n_ | max;z;|gi;|

5 | 89-10716
10 | 9.1-10712
15| 1.2-1077
20 0.23

1.4.10 Algorithmus (Modifizierter Gram-Schmidt):

def modified gram schmidt(v):
(n,m) = v.shape
for j in range(m):
r = np.zeros (m)
for i in range(j—1):
r = sprod(v[:,j],v[:,i])
v[:,j] —= rxv][:, 1]
norm = np.sqrt(sprod(v[:,j],v[:,j]))
v[:,j] /= norm

\.

1.4.11 Beispiel: In dieser Tabelle wiederholen wir die Zahlen
max;-;|gi;| aus Beispiel 1.4.9 und stellen sie den entsprechenden Er-
gebnissen des modifizierten Verfahrens in Algorithmus 1.4.10 gegeniiber.

n ‘ Gram-Schmidt modifiziert
5 8.9-10~16 1.3-10716
10 9.1-10712 2.9.10712
15 1.2-1077 2.7-1079
20 0.23 3.9-107°

J

Bemerkung 1.4.12. Wir sehen, dass die Wahl der Implementation eines Re-
chenverfahrens bei mathematischer Aquivalenz durchaus erheblichen Einfluss
auf das Ergebnis haben kann. Dieses Phdnomen werden wir in Kapitel 2 nédher

untersuchen. Zunéchst diskutieren wir aber eine weitere Variante der Erzeugung
orthogonaler Basen in Polynomraumen.



1.5 Drei-Term-Rekursion

1.5.1 Satz (Dreiterm-Rekursion): Zu jedem Skalarprodukt (-,-) auf
dem Raum der stetigen Funktionen gibt es genau eine Folge von orthogo-
nalen Polynomen pj € Py mit fiihrendem Koeffizienten eins. Sie geniigen
der Dreiterm-Rekursionsformel

pr(z) = (& — ak)pr—1(x) — bpr—2(x), k=1,2,... (1.25)
mit Startwerten p_; = 0 und pg = 1. Die Koeffizienten sind

ap = (xpr—1,Pr—1) und by, = <Pk717pk71>. (1.26)

(Pr—1,Pr—1) (Pr—2,Pr—2)

Beweis. Siehe [Deuflhard and Hohmann, 2008, Satz 6.2]

1.5.2 Bemerkung: Der Beweis ergibt, eigentlich die “Eindeutigkeit einer
Orthogonalfolge bis auf Normierung”. Tatséchlich werden in der Literatur
immer wieder veschiedene Normierungen benutzt. Beispiele sind:

1. Fithrender Koeffizient eins, pp = 2% + ...
2. |lpell =1
3. k(1) =1

1.5.3 Definition: Die Legendre-Polynome Lj sind definiert durch
die Dreiterm-Rekursion

Ly = %T_lekfl(:L‘) — %kaz(l‘). (1.27)

Sie sind orthogonal beziiglich des L?-Skalarprodukts in Lemma 1.2.3.

10



1.5.4 Beispiel: Das Problem der Gaufsschen Ausgleichsrechnung war:
zu einer gegebenen Funktion f finde p € P,,, so dass

1

1
[ =pras=min [(7-?an (1.28)
J e€Pn J
Mit Hilfe der Legendre-Polynome koénnen wir nun die Losung explizit

angeben als

i _ ! 1 i(r)dx
pe) = eili(z)  mit o= ||Li||2_/1le( )de.  (1.29)

1.5.5 Definition: Die Tschebyscheff-Polynome 7T} sind definiert
durch die Dreiterm-Rekursion

Tk = 21‘Tk_1(1‘) - Tk_g(l‘). (130)

Sie sind orthogonal beziiglich des Skalarprodukts

0.0 = [ (@) do (131)

11




Kapitel 2

Konditionierung und
Stabilitat

2.1 Fliekkommazahlen

2.1.1 Definition: Die Darstellung einer numerischen grofse als Fliefs-
kommazahl (auch Gleitkommazahl) beruht auf einer Basis 2 < b € N.
Sie besteht aus einer Mantisse /b < m < 1 und einem Exponenten e,
so dass eine Zahl x # 0 die Gestalt

x==xm-b° (2.1)

hat. Diese Darstellung ist durch die Normierung von m eindeutig. Sowohl
die Mantisse, als auch der Exponent haben einen endlichen Wertebereich,
typischerweise eine feste Anzahl von Stellen. Die endliche Menge der
damit darstellbaren Zahlen bezeichnen wir mit M.

\. J

2.1.2. Die folgenden drei Beispiele beschreiben Teile der Implementation von
Flietkommazahlen nach dem IEE-Standard 754. Die Quelle ist jeweils Wikipe-
dia.

12



2.1.3 Beispiel: Im Fliefkommaformat mit 64 Bit (NumPy: float64)
nach dem Standard IEEE 754, das auf Rechnern sehr weit verbreitet ist,
wird die Basis 2 verwendet. Es hat

e 1 Bit Vorzeichen,
e 11 Bit Exponent und
e 53 Bit Mantisse (das erste ist immer 1 und wird nicht gespeichert)

Der Wertebereich ist zunachst

271022 21023 92— 2752
~ 2.25 - 10—308} s { ~ 1?8 10308 ! 22)

Tatséchlich liegt das Minimum durch Verkiirzung der Mantisse bei
2-1074 " Zusitzlich gibt es Darstellungen fiir 0, unendlich, und illegale
Zahlen.

2.1.4 Beispiel: Das Format mit 32 Bit (NumPy: float32) nach IEEE
754 hat

e 1 Bit Vorzeichen,
e 8 Bit Exponent und

e 24 Bit Mantisse.

2.1.5 Beispiel: Das Format mit 16 Bit (NumPy: float16) nach IEEE
754 hat

e 1 Bit Vorzeichen,
e 5 Bit Exponent und

e 11 Bit Mantisse.

13




2.1.6 Definition: Zahlen, die durch die endliche Mantisse nicht dar-
gestellt werden konnen, unterliegen der Rundung auf eine benachbarte
Fliefkommazahl, notiert als rd(z). Besitzt die Mantisse 7 Stellen zum Ex-
ponenten b, so ist der relative Fehler, der dabei entsteht beschrankt durch
b'~" bei Rundung zur nichsten FlieRkommazahl sogar durch %bl_r.
Wir bezeichnen das Maximum des méglichen relativen Rundungsfehlers
fiir ein Fliefskommaformat als Maschinengenauigkeit, abgekiirzt mit
eps. Es gild also per definitionem

x — rd(z)

< eps. (2.3)

2.1.7 Beispiel: Bei den Fliefkommaformaten nach IEEE 754 gilt die
Rundung zur néchsten darstellbaren Zahl. Sollte eine Zahl exakt zwi-
schen zwei darstellbaren Zahlen liegen, so wird zur néchsten darstellba-
ren Zahl mit gerader Mantisse gerundet.

Die Maschinengenauigkeit liegt bei

Format ‘ eps
float64 | 275 =~ 1.11-10"16
float32 | 272 =~ 5.96-108
float16 | 2711 =~ 4.88-107%

2.1.8 Definition: Die Implementation der Grundrechenarten fiir Flieft-
kommazahlen beinhaltet immer eine Rundung, damit das Ergebnis dar-
stellbar ist. Wir kennzeichnen diese Maschinenoperationen fiir z,y €
M mit den Symbolen

x®y=rd(z+vy) z ®y = rd(xy) (2.4)
xOy=rd(z—y) @y =rd(x/y). (2.5)

2.1.9 Lemma: Die Maschinenoperation @& und ©® sind weder assoziativ
noch distributiv, wenn auch die Unterschiede nur in der Groéfenordnung
der Maschinengenauigkeit eps liegen.

Beweis. Die Rundung am Ende einer Operation kann so verstanden werden,
dass jeweils ein unbekannter, relativer Fehler |¢| < eps zum Ergebnis addiert

14



wird. Damit gilt

oy ®z=(z+y)(1+e1)+2)(1+e2)
=@+y+tztear+eay)(l+e) (2.6)
r®(YDz)=(r+y+2z+ey+es3z)(l+ey).

Selbst wenn die Werte der ¢; alle etwa gleich grof sind, so differieren doch die
Fehler, wenn = und z sehr verschieden sind. Die Rechnungen fiir die Multipli-
kation und das Distributivgesetz sind dhnlich. O

Bemerkung 2.1.10. Das vorherige Lemma gibt einen ersten Hinweis, warum
die beiden Varianten des Gram-Schmidt-Verfahrens sich so verschieden verhal-
ten.

2.1.11 Beispiel (Harmonische Reihe in Flieffkommaarithmetik):

sum = np. float16 (1.0)
i=1.
old = np.float16(0.0)
while (sum != old):
old = sum
i 4= 1.
diff = np.floatl6(1./1)
sum += diff
print (sum)

Bricht das Programm ab? Warum?

2.1.12 Aufgabe: Schreiben Sie ein Programm, das bis auf 10% Genau-
igkeit die kleinsten Zahlen a und b ermittelt, so dass 1.0 + a = 1.0 und
1.9+ b = 1.9. Bestimmen Sie damit eps fiir mindestens eines der IEEE
754 Flieffkommaformate.

2.1.13 Fazit:
1. FlieRkommazahlen haben endlichen Wertebereich

2. Die Eingabe reeller Zahlen sowie die Ergebnisse von Rechenopera-
tionen werden durch Rundung verfélscht.

3. Rundungsfehler sind relative Fehler beschrankt durch die Maschi-
nengenauigkeit eps

4. Grundrechenarten mit FlieRkommazahlen sind nicht assoziativ

15



2.2 Konditionierung einer Rechenaufgabe

2.2.1. In diesem Abschnitt nehmen wir zunéchst an, die Berechnungen seien ex-
akt und nur die Eingabedaten durch Rundung verfélscht. Darauthin untersuchen
wir, wie stark sich die Losung einer Rechenaufgabe abhingig von Variationen
der Eingabedaten verandert.

2.2.1 Einfiihrung der Konditionierung

e 3

2.2.2 Definition: Eine numerische Aufgabe ist die Berechnung end-

lich vieler Ausgabedaten y;, ¢ = 1,...,n aus ebenfalls endlich vielen
Eingabedaten z;, j = 1,..., m. Wir schreiben
Yi = fi(xl,...,xm). (27)

Zur Losung der Aufgabe verwenden wir als Rechenvorschrift einen Al-
gorithmus, bzw. seine Implementation f auf einem Computer.

2.2.3 Definition: Aus der Verwendung fehlerhafter Eingabedaten xz+dx
ergeben sich fehlerhafte Resultate y + dy. Mit 0 und dy bezeichnen wir
die absoluten Fehler. Die relativen Fehler sind 97/|z||, und %¥/|y|
bzw. 9%;/|z;| und ¥i/|y,|.

Eine numerische Aufgabe heifit gut konditioniert, wenn es eine mode-
rate Konstante x bzw. Konstanten x;; gibt, so dass die Abschitzung

18yl _ 113z byl _ 103

S KR . < Ryg (28)
llll k4| |yl e

fiir den bestmoglichen Algorithmus zur Losung der Aufgabe gilt. An-
dernfalls heifst sie schlecht konditioniert.

\. J

Bemerkung 2.2.4. Die Begriffe ,gut®, bzw. ,schlecht konditioniert* sind nicht
scharf definiert. In der Tat héngt die Grenze, ab der die Konstante s nicht
mehr als ,moderat® angesehen wird, von auffermathematischen Faktoren wie den
Anspriichen der Anwendung oder dem personlichen Geschmack des Anwenders
ab. Dennoch werden wir uns nun um eine Quantifizierung der Konditionierung
bemiihen, die bei der Entscheidung, ob eine Aufgabe berechenbar ist, helfen
kann.

Bemerkung 2.2.5. Von entscheidender Bedeutung ist, dass die Konditionie-
rung einer numerischen Aufgabe das Optimum iiber alle Algorithmen ist und
damit vom konkreten Algorithmus unabhéngig. Die ungeschickte Wahl eines
Verfahrens fiihrt natiirlich zu einer schlechteren Konstanten in der Konditions-
abschatzung.

16



2.2.2 Differenzielle Fehleranalyse

2.2.6. Besonders einfach lassen sich die Relationen zwischen den Fehlern der
Eingabe- und Ausgabedaten iiber Ableitungen der Funktion f in Definition 2.2.2
beschreiben. Fiir diesen Fall stehen uns alle Rechenregeln wie Ketten- und Pro-
duktregel oder der Satz von Taylor zur Verfiigung. Natiirlich gelten die Aussagen
dann nur asymptotisch fiir eps — 0.

Andererseits ist eps in der Regel sehr klein, weshalb die asymptotische Analyse
oft hinreichend genau ist. Und schlieflich bemiihen wir uns, wo immer méglich,
gesicherte Scharanken einzubauen.

2.2.7 Definition: Zur quantitativen Beschreibung von Grenzprozessen
dienen die Landauschen Symbole O(-) und o(-). Fiir Folgen/Funktio-
nen f(z) und g(x) bedeuten

., | @) _
f=o(9) s LT 0 (2.9)
_ | -
f=0(9) & 1 aHsap ()] < (2.10)

Dabei darf a eine feste Zahl oder den Limes gegen +oo bezeichnen. Zu-
sdtzlich definieren wir gleich in erster Ndherung

f=yg & f@) = g(t) +o(1), (2.11)

sowie analog < und >.

J

Bemerkung 2.2.8. Typischerweise wird bei der Schreibweise mit Landauschen
Symbolen implizit eine Konvergenz fiir t — 0, ¢ — oo oder zum Beispiel h — 0
und n — oo angenommen. Diese erschliefft sich aus dem Sinn.

Die Definition von o(-) impliziert, dass die Konvergenz f(t) — 0 durch

f{t) =o(1) (2.12)

dargestellt wird. Hier insbesondere ist der Schluss aus dem Sinn schwierig, da
die unabhéngige Variable nicht im o-Ausdruck erscheint.

17



2.2.9 Beispiel: Als Definition der Ableitung der Funktion f im Punkt
z kennen wir

. f(x+h)ff(x)7 /
Jim DETE I (), (2.13)

In unserer Schreibweise

fl@+h) = f(z) — hf'(x) = o(h)

w —f@)=o0(1) firh—0 (2.14)

= f'(z) fiir h — 0.

2.2.10 Beispiel: Nach dem Satz von Taylor gilt fiir eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion f mit & € (x,2 + h)

fl@+h) = f(z) +hf'(z) + E () (2.15)
Damit konnen wir schreiben

flz+h) = f(z) = O(h)

, (2.16)
fx+h) = f(z) =nhf'(z) + O(h7).
Oder

w = f(a), (2.17)

wobei wir im letzten Beispiel Information veschenkt haben.

2.2.11 Lemma: Sei die Funktion f in Definition 2.2.2 stetig differen-
zierbar um das Datum z. Dann gilt fiir die relativen Fehler

% :i[gu%

Yi j=1 g

mit den Konditionszahlen

_9fi

L
Yi

(2.18)
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2.2.12 Beispiel (Konditionierung der Multiplikation): Es gilt

0 0
y1 = f(z1,22) = z129, 8—51 = X9, 8752 = x27. (2.19)

Damit folgt
K11 = K12 = 1, (2.20)

die Multiplikation ist also gut konditioniert, da die relativen Fehler der
Ausgabedaten gleich denen der Eingabedaten sind.

2.2.13 Beispiel (Konditionierung der Addition): Es gilt

of of
= = —_ = 1 —_— = ].. 2.21
Y1 f(xlumZ) T +.’E2, 856'1 ) 31'2 ( )
Damit folgt
1 1
= = —. 2.22
K11 1+ il 5 K12 1+ 2 ( )

Fur den Fall 1 & —x5 ist die Addition also schlecht konditioniert.

2.2.14 Bemerkung: Man nennt die schlechte Konditionierung der Sub-
traktion fast gleicher Zahlen auch anschaulich Ausléschung, was wir
an folgendem Beispiel erkldren:

0.1234569
-0.1234567
0.0000002=0.2 -10~°.

Bei der Subtraktion zweier Zahlen mit 7-stelliger Mantisse haben sich 6
Stellen ausgeloscht und es bleibt nur eine einzige signifikante Stelle.

2.3 Stabilitat eines Algorithmus

2.3.1. Im letzten Abschnitt haben wir untersucht, wie sich die Fehler von Ein-
gabedaten bei der Anwendung eines mathematisch exakten Algorithmus auf die
Augabedaten auswirken. Hier nun beschéftigen wir uns mit den Auswirkungen

inexakter Rechnungen auf das Ergebnis.
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2.3.2 Definition: Ein Algorithmus ist eine eindeutige Handlungsvor-
schrift zur Losung eines Problems oder einer Klasse von Problemen. Al-
gorithmen bestehen aus endlich vielen, wohldefinierten Einzelschritten.
Damit kénnen sie zur Ausfithrung in ein Computerprogramm implemen-
tiert, aber auch in menschlicher Sprache formuliert werden. Bei der Pro-
blemlésung wird eine bestimmte Eingabe in eine bestimmte Ausgabe
iberfiihrt.

nach Wikipedia (22.4.2019)

2.3.3 Bemerkung (Eigenschaften von Algorithmen):
Determiniertheit: Gleiche Eingabe, gleiche Ausgabe
Statische Finitheit: Beschreibung endlicher Lange
Dynamische Finitheit: Endlicher Speicherplatz
Terminiertheit: Endet nach endlich vielen Schritten

Effektivitit: Der Effekt jedes Schrittes ist eindeutig festgelegt

\. J

Bemerkung 2.3.4. Wir betrachten Algorithmen auf verschiedenen Abstrakti-
onsebenen. So ist sowohl das Gram-Schmidt-Verfahren in Theorem 1.4.7 ein Al-
gorithmus, wie auch die beiden Beschreibungen in Python in Algorithmus 1.4.8
und Algorithmus 1.4.10. Zur genaueren Spezifikation bezeichnen wir ersteren
auch als mathematisches Verfahren, letztere auch als Implementation.

Bemerkung 2.3.5. Mathematische Verfahren benutzen eine Formelsprache,
in die die Assoziativitdt der Grundoperationen bereits eingebaut ist. Wahrend
wir eine Summe sequenziell denken mogen, so gibt die Formel keine Reihenfolge
strikt vor.

2.3.6 Definition: Wir nennen einen Algorithmus, bzw. seine Implemen-
tation auf einem Computer stabil, wenn die Akkumulation von Run-
dungsfehlern bei der Durchfithrung den Fehler durch die Kondititionie-
rung nicht wesentlich verschlechtert.

Bemerkung 2.3.7. Frither, als Flieftkommazahlen mit 32 Bit der Standard
waren, war die Analyse der Fehler von Rechenverfahren ein zentrales Thema
der Numerik. Heute, im Zeitalter von 64 Bit hat sich das relativiert und wir
legen mehr Gewicht auf mathematische Eigenschaften der Algorithmen.

Andererseits bieten die modernsten Graphikkarten (GPU) sehr schnelle Berech-
nung mit 16 Bit an, was sich in einer Implementation mit verschiedenen Genau-
igkeiten nutzen lasst.
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Der Sinn dieses Abschnitts liegt damit statt des rigorosen Studiums der Feh-
leranalyse mehr darin, Bewusstsein fiir das Konzept der Stabilitdt zu wecken.
Bereits beim Gram-Schmidt-Verfahren haben wir gesehen, dass es in der Tat
Algorithmen gibt, bei denen Stabilitdt ein Problem ist. Gliicklicherweise sind
das wenige und es geniigt zumeist, aus der Literatur die stabile Variante zu
wahlen.

Die Rundungsfehleranalyse ist aufwindig und nach Ansicht des Autors nur dann
anzuraten, wenn der Verdacht auf Instabilitdt besteht. Daher werden wir hier
nur exemplarisch vorgehen und sie an einigen Beispielen erldutern.

2.3.8 Definition: Bei der Vorwéartsanalyse von Rundungsfehlern folgt
man den Elementaroperationen des Algorithmus und berticksichtigt in
jedem Schritt den Rundungsfehler.

Ein Algorithmus ist stabil im Sinne der Vorwértsanalyse, wenn die ak-
kumulierten Rundungsfehler den Fehler durch die Konditionierung nicht
wesentlich iiberschreiten.

Bemerkung 2.3.9. Graphisch ist die Vorwértsanalyse in [Deuflhard and Hohmann, 2008,
Abschnitt 2.3.1] veranschaulicht

Beispiel 2.3.10. Exemplarisch fithren wir die Rundungsfehleranalyse am Bei-
spiel in [Rannacher, 2017, Abschnitt 1.3.2] durch.

2.3.11 Definition: Bei der Riickwartsanalyse des Rundungsfehlers
bestimmt man zur genéherten Losung ¢ = f(z) einen Eingabewert Z, so
dass § = f(Z) das Ergebnis des exakten Algorithmus angewandt auf die
fehlerhaften Daten Z ist.

Ein Algorithmus ist stabil im Sinne der Riickwértsanalyse, wenn ||Z — z||
in derselben Groéfenordnung wie der erwartete Eingabefehler ist.

J

Beispiel 2.3.12. Exemplarisch fithren wir die Rundungsfehleranalyse am Bei-
spiel in [Deuflhard and Hohmann, 2008, Lemma 2.30] durch.

2.4 Effizienz eines Algorithmus

Bemerkung 2.4.1. Der aktuelle Entwicklungshorizont ist Exascale compu-
ting, das heifit, berechnungen mit 10'® FlieRkommaoperationen (FLOP) pro
Sekunde. Das fiihrt zu etwa 10% gleichzeitigen Operationen, deren zeitliche Ab-
folge nicht mehr festgelegt ist. Dies steht wegen der fehlenden Assoziativitat im
Widerspruch zu Determiniertheit und Effektivitéat.
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Die Idee des Algorithmus als eine ,, Abfolge von Elementaroperationen® stoft
hier an ihre Grenzen, wie auch die Idee der Turing-Maschine als Muster aller
Computer.

Bemerkung 2.4.2. Eine wichtige Eigenschaft von Algorithmen fehlte in der
Auflistung Bemerkung 2.3.3, die durch die theoretische Informatik geprégt ist,
namlich die Effizienz, also die moglichst schnelle Abarbeitung auf einer gege-
benen Rechenmaschine.

Mafse fiir Effizienz sind vielféltig und reichen von mathematischen Eigenschaften
zum Zusammenspiel von Mathematik und Maschine. Wir listen hier die am
haufigsten benutzen auf.

Aufwand: Die Anzahl an Fliekkommaoperationen, die insgesamt zur Berech-
nung des Ergebnisses notig sind

Auslastung: Anzahl der (sinnvollen) Fliekkommaoperationen pro Zeiteinheit
verglichen mit dem maximal Moglichen des Computers in ,,%-peak perfor-
mance”.

Starke Skalierbarkeit: Wie verringert sich die Bearbeitungszeit, wenn mehr
parallele Prozesse fiir dasselbe Problem eingesetzt werden?

Schwache Skalierbarkeit: Wie verhélt sich die Bearbeitungszeit beim Ein-
satz von mehr parallelen Prozessen, wenn die Problemgréfie proportional
zur Zahl der Prozesse wéchst?

Numerische Intensitit: Die Anzahl an Rechenoperationen pro Speichertrans-
fer

Bemerkung 2.4.3. Bei der Vektorisierung von Algorithmen nutzt man aus,
dass moderne Rechenwerke sehr effizient dieselbe Operation auf mehreren Daten
ausfithren kénnen. Dazu ist es wichtig, dass logische Verzweigungen im Algorith-
mus auf moglichst hoher Ebene angesiedelt sind. Damit ist der Algorithmus, den
man sowohl in [Rannacher, 2017] als auch in [Deuflhard and Hohmann, 2008]
fiir die Berechnung von Nullstellen quadratischer Polynome findet, fiir die Vek-
torisierung ungeeignet.
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Kapitel 3

Interpolation und Quadratur

3.0.1. Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung von Methoden zur Approximation
des Integrals einer Funktion iiber ein Intervall [a, b]. Diese Aufgabe wird in zwei
Teile geteilt:

1. Wir unterteilen das Intervall in Subintervalle und summieren die Teilinte-
grale

b n T;
/fdx:Z/fdx, a=20<x1 << Ty =0 (3.1)
. i=1,”

2. Auf jedem Teilintervall finden wir Approximationen fiir das lokale Integral.

Da wir Polynome exakt integrieren konnen, nutzen wir wieder die Approxima-
tion von Funktionen durch Polynome, um uns diesem Problem zu nihern.
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3.1 Polynominterpolation

3.1.1 Definition und Konditionsabschitzung

3.1.1 Definition: Die Interpolationsaufgabe nach Lagrange lautet:
seien n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen zq, ..., z, mit zugeho-
rigen Funktionswerten f; gegeben. Finde ein Polynom p € P, mit der
Eigenschaft

p(x;) = fi. (32)
Alternativ ist die Interpolationsaufgabe aufzufassen als eine Abbildung

I,: Cla,b] = P,
pzi) = f(:),
wobei das Interval [a, b] alle Stiitzpunkte enthdlt. Wir nennen diese Ab-

bildung den Lagrange-Interpolationsoperator oder kurz Lagrange-
Interpolation.

(3.3)

3.1.2 Satz: Die Interpolationsaufgabe nach Lagrange hat eine eindeutige
Losung, bezeichnet als (Lagrange-)Interpolierende der Funktion f

p(z; f; 20, - - - 1 Tn) (3.4)

Beweis. Der Beweis ist eine direkte Konsequenz des folgenden Lemmas.
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3.1.3 Lemma: Seien die Punkte zg, . .., z, paarweise verschieden. Dann
gilt fiir die Lagrange-Polynome

Xr — Ty
g=0""
J#i

die Eigenschaft
El(l'J) = (52‘]‘, 0 < 7;7]' <n. (36)

Die Lagrange-Polynome sind orthonormal beziiglich des Skalarprodukts

n

(p.a) = pla:)g(x:). (3.7)

=0

Daher sind sie linear unabhéngig und formen eine Basis von P,.

3.1.4 Korollar: Die Losung der Interpolationsaufgabe nach Lagrange
eerlauben die Darstellung

p<x7f7$0a7xn) = Zfigi;Io,...,ﬂin(x)' (38)
=0

Die Lagrange-Interpolation eingeschrankt auf den Raum P,, ist die Iden-
titat

\ J

Bemerkung 3.1.5. Die Lagrangesche Interpolationsaufgabe kann auch als
Gauftsche Ausgleichsrechnung mit dem obigen Skalarprodukt aufgefasst werden.

3.1.6 Lemma: Sei f: X — Y eine lineare Abbildung zwischen Vektor-
rdumen X und Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. In einem beliebigen Punkt = € X gilt fiir das gestérte Problem
y+ 0y = f(x + 0x) die Abschitzung

6yl < &2P%||0z|| Yoz € X. (3.9)

2. Fir y = f(x) gilt die Abschdtzung

lyll < 28|z Vo € X. (3.10)

Bemerkung 3.1.7. Es geniigt also, die Konditionierung um die null zu unter-
suchen, was die Analyse vereinfacht.
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Nun gilt fiir eine lineare Abbildung f(0) = 0. In diesem Falle ist also die Kondi-
tionszahl fiir den relativen Fehler aus Definition 2.2.3 bzw. Lemma 2.2.11 nicht
sinnvoll definiert. Wir benutzen daher die Konditionszahlen fiir den absoluten
Fehler.

3.1.8 Satz (Konditionszahl der Lagrange-Interpolation): Die
Konditionszahl des absoluten Fehlers in der Supremumsorm der
Lagrange-Interpolation zu den Punkten a = zp < -+ < z, = b ist
die Lebesgue-Konstante

n
Ay o = lbiipo . 3.11
s zﬁiﬁ]g| S— (3.11)
Es gilt also
max |I, f(x)] < Ay, o, max |f(z)] (3.12)
z€[a,b] z€la,b]

Diese Abschatzung ist scharf.

Beweis. Siehe [Deuflhard and Hohmann, 2008, Satz 7.3]. O

3.1.9 Beispiel: Fiir dquidistante Stiitzstellen erhalt man exemplarisch
die Konditionszahlen in der zweiten Spalte. Spédter entwickeln wir einen
optimalen Satz von Stiitzstellen. Die Konditionszahlen dazu sind in der
rechten Spalte.

AO ..... n
n | dquidistant optimal
5 3.1 2.1
10 30 2.5
15 512 2.7
20 10986 2.9

Quelle: [Deuflhard and Hohmann, 2008]
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3.1.2 Rekursive Interpolation

3.1.10 Lemma (Aitken): Fiir das Interpolationspolynom
Po,..., n(w) :p(x;f;an”wxn) (313)
zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen zg, ..., z, gilt die Rekursions-
formel
T — Zo)pP1,..n\T) — (T — Tp)Po,... n—1 (T
po,..o(e) = L EOPLenl® € Bnlocnsl®) gy
Tp — To

Beweis. Der Beweis benutzt wieder Induktion. Fiir eine einzige Stiitzstelle ist
das Interpolationspolynom konstant, p;(z) = f; und daher p; € Py. Sei nun ¢(x)
der Bruch auf der rechten Seite. Durch Induktion sehen wir sofort, dass ¢ € P,,.
Ferner gilt fir:=1,...,n—1

(i —x0)p1,...n(%i) — (Ti — Tn)po,.. n—1(T;)

ITp — X
(i — w0) fi — (@i — an) fs (3.15)
N In — 0

:fi~

Ebenso verschwindet fiir ¢ und x,, je ein Term und es gilt dieselbe Aussage. [

p(w;) =

3.1.11 Algorithmus (Neville): Sei fiir eine Stelle 2 an der das In-
terpolationspolynom berechnet werden soll p;; = pi—g,..i(z) fur i > k.
Dann lésst sich pg . n(z) = ppy rekursiv berechnen durch

1. Fiir £k = 0 setze

pio = [i i=0,...,n. (3.16)

2. Fir k=1,...,n berechne

— (pi,kq _pifl,k—l) i=k,...,n.

(3.17)

a5
Pik = Pik—1+ ————
Ty — Tij—k
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3.1.12 Definition: Als Newton-Basis der Lagrange-Interpolation be-
zeichnen wir die Polynome

i—1

wi(@) =wo, i(@)=[[(@-=;), i=0,...,n (3.18)
j=0

wobei das leere Produkt fiir # = 0 den Wert 1 annehme.

3.1.13 Lemma: Sei Q; € P, ein Polynom dargestellt beziiglich der
Newton-Basis durch

k
Q) =) awi(z), k=0,...,n (3.19)
=0
Dann gilt
Qr(x) = Qr—1(z) + apw(x), (3.20)

und ay, ist der Koeffizient vor z* in der Monomdarstellung von Qj(x).

3.1.14 Definition: Als dividierte Differenzen zur Lagrange-
Interpolationsaufgabe bezeichnen wir die rekursiv definierten Werte

[z:lf = fi (3.21)
[Tiv1,. - ogn) f = [2iy . Tigr—a]f
Tit+k — L5

[@is . Tigk]f = (3.22)

3.1.15 Satz: Fiir das Lagrange-Interpolationspolynom p; . i+r(x) zu

den paarweise verschiedenen Stiitzpunkten x;, ..., z; 1 gilt
X wj(x)
Piith(@) = D [y Tigkl f L. (3.23)
e wi(x)
Beweis. In der Newton-Darstellung gilt
_ wi+k(2)
Di,.itk () = Piivk—1(2) + a——F. (3.24)

w; ()
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Zu zeigen ist also o = [, ..., T;1%], was nach Lemma 3.1.13 der Koeffizient vor
z¥ ist. Nach Induktionsannahme ist

Pirerrsieh—1(2) = [T, e ] f 2"+ O(ah?) (3.25)
itttk (#) = [y, i) faH 4+ O@2)
Nach dem Lemma von Aitken gilt
it = (JU - mi)pi—&-l,.“,i—;l;r_k (_l’ac—2 $i+k)pi,...,i+k—1. (3.26)
Dessen hochster Koeffizient ist aber gerade die dividierte Differenz. O

Bemerkung 3.1.16. Der Bruch im vorherigen Satz ist nicht problematisch, da

“’i(x) - ﬁ(:v — ). (3.27)
wi(x) (=i

3.1.17 Satz: Sei f € C""1[a,b] und p € P,, die Lagrange-Interpolierende
zu den Stiitzstellen a = x¢ # - - - # x,, = b. Dann gibt es zu jedem x € R
einen Punkt ¢ im kleinsten Intervall I, das die Punkte z, @ und b enthélt,
so dass

g
f(z) —p(z) = CE] wo,....n (). (3.28)
Wir bezeichnen diese Aussage als Fehlerdarstellung, die rechte Seite
auch als Restglied.

Beweis. Der Beweis folgt [Stoer, 1983, Satz 2.1.4.1]. Zunéchst bemerken wir,
dass fiir alle Stiitzstellen x; gilt, dass f(x;) — p(x;) = 0. Dort ist also nichts zu
beweisen. Sei nun

F(y) = f(y) —p(y) — awn(y) (3.29)
und « soll so gewdhlt werden, dass F(z) = 0. Damit hat F(y) im Intervall I
insgesamt die n+2 Nullstellen z, xg, . . ., z,,. Wiederholte Anwendung des Satzes

von Rolle ergibt, dass F’(y) insgesamt n + 1 Nullstellen hat und das F(+1 (y)
eine Nullstelle ¢ besitzt. Da p € P, gilt

0=Fr+(©) = f(©) — a(n + 1) (3.30)
und damit
A3
S T (3:31)
]
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3.1.18 Korollar: Sei f € C"1[a, b] und alle Stiitzstellen x; im Intervall
[a,b]. Dann gibt es & € [a, ], so dass

f(n)
- n!

(€)- (3.32)

[0y .- xn]f

Beweis. Formel (3.29) gibt gerade an, dass « der Koeffizient vor dem néchsten
Newton-Basispolynom ist, wenn man den Punkt x der Menge der Stiitzstellen
hinzufiigt. O

3.1.19 Korollar: Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.1.17. Dann
gibt es eine Konstante C, die nur von der Wahl der Stiitzstellen abhéngt,

so dass
C|b _ a|n+1
_ " <z (n+1) 3.33
xrg[gf;]\f(w) po,...n(2)] < CES] zrg[gﬁ]lf (@) (3.33)

J

Bemerkung 3.1.20. Die Fehlerabschitzung in Korollar 3.1.19 kénnen wir auch
kiirzer schreiben als

C|b— a|™t!

T T (3:34)

||f - pO,...,n”oo S

Die rechte Seite besteht dabei aus dem Produkt aus einem Teil, der nur von den
Daten abhingt, || f("*")| s und einem Anteil, der durch das Verfahren bestimmt
ist.

Wir sehen, dass Interpolation auf einem Intervall um so genauer ist, je kiirzer
das Intervall ist.

3.1.21. Der Rest dieses Abschnitts befasst sich mit der Frage, wie die Stiitz-
stellen zg,...,z, gewadhlt werden kénnen, damit die Konstante C' in der Feh-
lerabschétzung optimal ist. Aus der Fehlerdarstellung in Satz 3.1.17 folgt, dass
wir dazu ein Polynom finden miissen, dessen fiithrender Koeffizient 1 ist, und
das minimalen Betrag auf dem Intervall [a,b] hat. Tatséchlich erlauben uns die
Tschebyscheff-Polynome, diese Optimalitdt zu erreichen.
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3.1.22 Lemma: Die Tschebyscheff-Polynome, die der Rekursionsformel

in Definition 1.5.5 geniigen, haben die Darstellung
Ty, = cos(k arccos x) (3.35)

Insbesondere gilt
T(1) =1 (3.36)
Ti(-1) = (1) (3.37)
Tu@)| <1,  sel-11] (3.38)
T(z) = (=1)/, z = cos <‘]7€7r> ) j=0,...,k (3.39)
25 —1
Ti(z) =0, :ccos< ‘7% w>, j=1,....k (3.40)
Beweis. Hausaufgabe O

3.1.23 Satz: Jedes Polynom p € P, mit filhrendem Koeffizienten 1
nimmt im Intervall [—1, 1] einen Wert |p(z)| > 1/27~! an und es gilt

1
g To(x) = ag}gépriin xen[lfafl] Ip(z)]. (3.41)
p=z"+--

Beweis. Siehe auch [Deuflhard and Hohmann, 2008, Satz 7.19]. Aus der Rekur-
sionsformel folgt sofort, dass der hochste Koeffizient von T), den Wert 271
annimmt. Sei nun als Widerspruchsannahme p € P,, ein weiteres Polynom mit
hochstem Koeffizienten 271, so dass

<1 3.42
i g[lj\fl]lp(fc)I (3.42)

Dann ist ¢, = T, — p € P,_; und fiir die Tschebyscheff-Abszissen ; =
cos(Jm/n) mit j =0,...,n gilt

Tn(Z;) = 1, p(E;) <1 qn(Z;) >0, j gerade (3.43)
T,(3;) = -1, p(z;) > —1 an(Z;) <0, 4§ ungerade. (3.44)

qn wechselt also an mindestens n Stellen das Vorzeichen und hat damit als
stetige Funktion mindestens ebensoviele Nullstellen. Aus ¢, € P,,_1 folgt damit
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im Widerspruch ¢, = 0 und p = T;,. Damit gilt nach Skalierung um den Faktor
2n—1

i >1, 3.45
min - max Ip(z)] = (3.45)
p:azn+---
und Gleichheit fiir das skalierte Tschebyscheff-Polynom. O

3.1.24 Korollar: Wihlt man als Stiitzstellen die Werte

b b— 2% +1
xi:“; + 2acos<2;j_27r>, i=0,...n, (3.46)

So gilt fiir den Fehler der Lagrange-Interpolation

|b—a|*t!

ml\f("“)\loo- (3.47)

1f = po,...nllee <

Beweis. Zundchst transformieren wir die Aufgabe vom Intervall [a,b] auf das
Intervall [—1, 1] durch die Abbildung

z:®(5):a;b+b;“g. (3.48)

Es gilt ®(—1) = a, ®(1) = b und di Punkte x; sind die Bilder der Tschebyscheff-
Abszissen &; zu Tp41. Es gilt ®'(£) = (b — a)/2 und fiir die Funktion F(§) =

f(2(8)) gilt

k —a\"* gF
e = (5) s (3.49)

Auf [-1,1] folgern wir aus Satz 3.1.17 und Satz 3.1.23, dass fiir die Interpolation
gilt

F(&) — P& <2t FtD) 3.50
gé?_affu‘ &) =PI < gé?_afflﬂ Il (3.50)
woraus folgt
b——a n+1
max |f(z) - p(x)] < 217 ( ) max |+ ()] (3.51)
z€[a,b] 2 z€la,b]
O
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3.1.3 Hermite-Interpolation

dingungen

a’p
dxi

79

und es gilt

Knotenwerte oder Knotenfunktionale bezeichnet.

zugehorigen Korper

3.1.25 Definition: Die Hermite-Interpolation benutzt neben Funk-
tionswerten auch Ableitungswerte zur Interpolation. Das Interpolations-
polynom p € P,, geniigt in m paarweise verschiedenen Punkten den Be-

(z:) = fI i=0,....,m, j=0,...,m;—1, (3.52)
> ni=n+1. (3.53)
@

Die definierenden Funktionale® der Gestalt 4’/dzip(z;) werden auch als

%Als Funktional bezeichnet man eine Abbildung aus einem Vektorraum in den

deutig.

3.1.26 Satz: Definition 3.1.25 bestimmt das Interpolationspolynom ein-

Beweis. Analog zur Lagrange-Interpolation identifizieren wir wieder eine Basis
{H;;(z)}, diesmal doppelt indiziert, die beziiglich der Interpolationsbedingun-

gen orthogonal ist. Damit stellen wir das Interpolationspolynom dar als

m ’I’Lifl

plx) = > [ Hi(x).

i=0 j=0

Zunéchst fithren wir die Hilfspolynome

(z — ;) (m—xk>n’“
qi;\(T) = -
ein. Es gilt
JT.l(Z‘k)ZO, k?él, ]:0,...,nk—1,
djqi,nifl .
7( i) =0, Jj=0, M — 2,
dnb_lql,’ﬂl*l

e COR
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Damit konnen wir rekursiv definieren

Hi,”i—l(x) :(Ii,n,-—l(x) 1=0,....,m
n;—1
\ (3.57)
Hi]( qW Z q z ),
k=j+1

wobei die letzte Zeile die Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens ist. Per
constructionem gilt fiir diese Basis

df
dx g0 ZJ (xk) = 6zk5]£ (358)

O

3.1.27 Notation: Bei der Polynominterpolation ist die Anordnung der
Interpolationspunkte beliebig. Das ist auch weiterhin der Fall. Fiir die
Darstellung der Resultate und Beweise ist es aber oft hilfreich anzuneh-
men, dass sie in aufsteigender Folge angeordnet sind. Wir nehmen daher
ab jetzt an, dass

a=z0<21<---<uz, =0 (3.59)

Dabei sollen k-fach wiederholte Stiitzstellen bedeuten, dass dort nicht
nur der der Funktionswert, sondern auch die ersten k& — 1 Ableitungen
interpoliert werden. Damit haben wir fiir die Interpolation in P,, immer
eine Folge von n + 1 Stiitzstellen.

3.1.28 Beispiel: Sind alle Stiitzstellen g = --- = =z, identisch, so
erhalten wir duch Interpolation einer Funktion f € C™[a,b] das Taylor-
Polynom vom Grad n

p(@; fi20,. .. Tn) = Z f(k) (o). (3.60)

k=0

3.1.29 Beispiel: Die kubische Hermite-Interpolation auf dem Intervall
[a, b] ist definiert durch die Knotenwerte

p(a),p'(a), p(b),p (D). (3.61)
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3.1.30 Satz: Das Hermite-Interpolationspolynom geniigt der Darstel-
lung

n

Po,...n(x) = Z[xo, ooz f wi(x) (3.62)

=0

mit den verallgemeinerten dividierten Differenzen definiert durch die Re-
kursion

£ ()

) ) — k! Ty = Tit+k
[xza 500 7-'1;7,+k]f - { [Tit1, s Titk)f—[Tir s Titr_1]f - # T (363)

Titk—Ts4

Beweis. Der Beweis folgt im wesentlichen dem analogen Satz 3.1.15. Wir miissen
dort nur die Argumente anpassen, die auf paarweise verschiedenen Stiitzstellen
beruhen.

Zunichst benutzen wir Korollar 3.1.18, wonach fiir z; < ;41 < -+ < x4, gilt:
es gibt ein € € [x;, z;44] mit

9] (3.64)

[xi,...,xi+k]f: %l

Da diese Eigenschaft unabhéngig vom Abstand der Stiitzstellen gilt, konnen wir

den Limes x; — x; fiir j = 1,...,k bilden, und es gilt fiir x; = z; 41
") (z,
[xi, R ,J)H_k]f — fT('), (365)
sowie
Wi,...i+k(2) = (& = 2;)" (3.66)

Fiir das zugehorige Interpolationspolynom gilt dann

d? ; .

wpi,m,i-‘rk(xi) = fj (-Tz) J = O7 ceey k — 1. (367)
Damit haben wir im Neville-Schema den Induktionsanfang geschafft. Es bleibt
zu zeigen, dass die Rekursionsformel von Aitken auch weiterhin fiir z; # x;4
gilt. Das ist unmittelbar einsichtig, wenn x; # x; 411 und ;4,1 # 4k, da dann
beide Polynome in der Rekursion alle Zwischenpunkte x; interpolieren.

Sei nun zunidchst x; = Tj41 = Tigr < Tpp1 < -+ < Tiyg. Es ist zu zeigen, dass
das Polynom

(& = 2)Pist,isk(®) = (2 — 2p)pi. vk (2) (3.68)
Titk — T

q(z) =
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alle Knotenfunktionale interpoliert. Fiir x; # x; folgt dies wie bei der Lagrange-
Interpolation aus der Induktionsannahme. Doch auch fiir x; gilt dies, da der
erste Term in der Summe verschwindet und p; .. ;4r—1 bereits alle geforderten
Ableitungen interpoliert. O

3.1.31 Satz: Sei f € C""'[a,b] und p € P,, die Hermite-Interpolierende
zu den Stiitzstellen a = zg < --- < x, = b. Dann gibt es zu jedem z € R
einen Punkt £ im kleinsten Intervall I, das die Punkte x, a und b enthélt,
so dass

Fe ()
f(z) —p(z) = Ww()n(l“) (3.69)

Beweis. Der Beweis folgt exakt denselben Argumenten wie der von Satz 3.1.17.
O

3.1.32 Korollar: Fiir das Taylor-Polynom zu f € C"*1(a,b) in einem
Punkt zg € (a,b),

p(z) = Z JMETO) (z — x0)° (3.70)
i=0

gilt die folgende Fehlerdarstellung: es gibt ein & € [xq, 2] so dass gilt

_ M)
 (n41)!

f(@) = p(x) (& — @)™+ (3.71)

3.2 Interpolation mit Splines

Dieser Abschnitt folgt recht eng der Darstellung in [Rannacher, 2017, Abschnitt
2.3].
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3.2.1 Interpolation auf Teilintervallen

3.2.1 Notation: In diesem Abschnitt bezeichne fiir die monotone Folge
a=x9<x1 - <Tp=> (3.72)

stets
Iy, = {Ii = [171—1,581‘” i=1,... ,n} (3.73)

eine Zerlegung des Intervalls I = [a, ], also

n

la,b] = | In- (3.74)
i=1
Die Lange der Teilintervalle bezeichnen wir mit h; = |I;| = x; — zj—1,

mit A = max h; die Feinheit der Unterteilung.

3.2.2 Notation: Wir bezeichnen I = [—1,1] als Referenzintervall. Jedes
Intervall I; einer Zerlegung 7y, ergibt sich als Bild von I unter der affinen
Abbildung

(Diij—>li

(3.75)
& Ti+T;— hi A
Tl === ot

3.2.3 Definition (Stiickweise Interpolation): Sei 7 eine Zerlegung
von [a,b]. Auf dem Referenzintervall I sei eine Interpolationsaufgabe
durch die Stiitzstellen Zg, ..., T definiert. Dann lautet die Aufgabe der
stiickweisen Interpolation auf Z: finde eine Funktion s auf [a, b], so dass
fiir jedes i = 1,...,n die Einschrinkung s|;, € Py der Interpolationsauf-
gabe mit den Stiitzstellen

zi; = 0i(2;), J=1,...,k (3.76)

geniigt.

3.2.4 Lemma: Die stiickweise Interpolationsaufgabe hat eine eindeutige
Lésung, wenn die Interpolationsaufgabe auf dem Referenzintervall eine
solche besitzt.
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3.2.5 Lemma (Skalierungsargument): Fiir die Losung p € P, der In-
terpolationsaufgabe auf dem Referenzintervall gelte mit einer Konstanten
C unabhiingig von f € C*+1(I) die Fehlerabschiitzung

1f = Bllocss < CUFEH D z- (3.77)

Dann ist der Fehler der stiickweisen Interpolation beschrankt ist durch

C
||f - 5||oo;[a,b} < 2kﬁhk—u||f(k+1)||C><>;[a,b]' (3'78)

3.2.6 Bemerkung: Genauere Betrachtung der Analyse ergibt die schér-
fere Abschatzung

c k1) p(k+1)
— . < —— m : SR :
1f = sllosila,b) < ok+1 i:l,z.i.}.(,n(hl IIf ”00,11) (3.79)

3.2.2 Splines

3.2.7 Definition: Fiir stiickweise Polynome auf dem Intervall [a,b] mit
einer Zerlegung 7; definieren wir die Spline-R&dume

S L5 € C™a,b)|s), € Pryi=1,...,n} (3.80)
mit m < k.
3.2.8 Lemma: Die Dimension von S,(Lk’m) ist
dim S%™ = (k — m)n +m + 1 (3.81)

Beweis. Betrachten wir die n Wiederholungen des Raums Py, eine fiir jedes
Intervall I;, so ergibt sich (k + 1)n. Die Bedingung s € C™[a, b] bedeutet, dass
die Werte und die ersten m Ableitungen der Funktionen in S in jedem
inneren Punkt z; fiir die beiden Intervalle I; und I;;; iibereinstimmen. Daraus
ergeben sich (n — 1)(m + 1) lineare Beschrinkungen, so dass die Dimension
(k+1n—(n—1)(m+1) ist. O
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3.2.9 Definition: Die Interpolationsaufgabe mit kubischen Splines lau-
tet: finde eine Funktion s € S}(L&Q), so dass

s(zi) = fi, i=0,...,n. (3.82)

3.2.10 Definition: Da die Anzahl der Interpolationsbedingungen um 2

geringer ist als die Dimension des Raumes S }(LS’Q) definieren wir folgende,
alternative Randbedingungen:

Natiirlich

s"(a) =5"(b) =0 (3.83)

Periodisch

s'(a)=35'(b) A §"(a)=5"(b) (3.84)

s'(a) = f'(a) A S(b)=f(b) (3.85)

3.2.11 Satz: Die stiickweise kubische Spline-Interpolierende s € 5,53’2)
mit natiirlicher Randbedingung existiert und ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Wie meistens beginnen wir mit der Eindeutigkeit. Seinen s; und sy zwei
Interpolierende der Werte f; in den Punkten x;, ¢ = 0,...,n und s = sy — s1.
Dann gilt

s € N ={we C?[a,b] | w(z;) =0, i=0,...,n}. (3.86)

Zusiitzlich gilt 57, € P3 fiir alle Intervalle. Wir beobachten, dass fiir beliebiges
w € Ny, gilt

/s”(m)w”(m) do = s"w'| = — /3(3) (2)w'(z) dz (3.87)
7 T ]
s @] /5(4) (x)w(x) dx (3.88)
Ti—1 Ti—1 1.
T
=s"w . (3.89)
Ti1
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Summieren wir iiber alle Intervalle, so ergibt sich

b

/s”(x)w”(x) dz = Z s"w'
i=1

a

B () - (@) (a). (3.90)

Ti—1

Wegen der natiirlichen Randbedingung ist dies aber null. Insbesondere kénnen
wir w = s einsetzen und erhalten

b
/|s”(x)|2dx =0 (3.91)

und s muss ein lineares Polynom sein. Aus s(a) = s(b) = 0 folgt damit s = 0 im
Widerspruch zur Annahme, dass es zwei Losungen gebe.

Nach Lemma 3.2.8 hat .S ,(13’2) die Dimension n + 3. Andererseits haben wir n+ 1
Interpolationsbedingungen und 2 Randbedingungen, so dass aus der Eindeutig-
keit die Existenz folgt. O

3.2.12 Lemma: Unter allen Funktionen f € C?[a,b] mit vorgegebenen
Funktionswerten f(z;) = y;, ¢ = 0,...,n ist der natiirliche Spline s €

S 23’2), der diese Punkte interpoliert, diejenige mit der kleinsten mittleren
zweiten Ableitung, es gilt also

b b
/|s"(m)|2dm < /|f”(as)|2dx VfeCa b,  (3.92)

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017, Satz 2.9] O

3.2.13 Lemma: Seien die Momente
M; =" (x;), i=0,...,n (3.93)

bekannt. Dann berechnen sich die Koeflizienten der Polynome auf den
Teilintervallen I; , i = 1,...,n, dargestellt durch

811, (2) = ajo + a1 (x — x;) + aspn(r — )% + as(x — )3, (3.94)

aus den Formeln

i —fi hi it Mi—
aio = fi, an = 501 4 (@Mt Mis) 3.95)
: Mi—M;_
az = 4 @iz = “ g (3.96)
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Beweis. Siehe [Stoer, 1983, Abschnitt 2.4.2]. Wir bemerken: s” ist eine stiick-
weise lineare Funktion, die die werte M; interpoliert. Daher gilt

s"(z) = M;_, “""h__ Z Mi%, vel (3.97)
Daraus erhalten wir durch Integration
Sy = M, T e m)t
U on, T om ’ 508
(v; — )3 (x —m;_1)3 (3.98)
s(x) = M;—q o + M; h +Ai(z — ;1) + B

mit Integrationskonstanten A; und B;. Wegen der Interpolationsbedingungen in
x;_1 und x; muss gelten

h; fi—ficr i
Bi=vyi—1— M;_1—+, Aj=——— — —(M; — M;_4). 3.99
yior — M1y L Do (399)
Aus dieser Darstellung und der Beziehung s(j)(xi) = jla;; erhalten wir die
gewiinschten Koeffizienten. O
3.2.14 Lemma: Die Momente M; geniigen dem linearen Gleichungssy-
stem
2 )\0 MO dO
p1o 2 A1
. . =1 : (3.100)
Hn—1 2 )\nfl
wobei fir i =1,...,n—1
_ _hs _ _ h;
Ai = hi+;1'1+1, pi=1-Xi= hithit1? (3.101)
_ 6 fit1—fi fi—fi—
di = 57y [ e T 1] (3.102)

Fiir natiirliche Splines sind A\g = p,, = 0 und dy = d,, = 0. Fiir vollstan-
dig approximierende Splines ist A\g = p,, = 1 und

_6 fl_fO ! _6 /_fn_fnfl
b8 (BB ), am (o he)

Beweis. Siehe [Stoer, 1983, Abschnitt 2.4.2]. Die Stetigkeit von s(z) und s”(x)
in den inneren Punkten z; ergibt sich im vorhergehenden Beweis aus der Inter-
polation der f; und M;. Zusétzlich miissen wir die Stetigkeit von s'(x) fordern.
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Dazu benutzen wir die in Gleichung (3.98) hergeleitete Form: fiir z € I; gilt

/ (z; — x)? (x—xi1)®  fi—fic1  hi
- M, M; SRS VAN VAN
s (@) ity P T 5 (Mi— Mi-a)
(3.104)
Damit gilt am Punkt z;
i — Jie h; h;
fi—fi-1 hs h;
_ =M 4 =M, 3.106
he Tt g iia (3-106)
ir1—fi hs h;
S/(.’Ez) = f +l f — +1 (MZ'+1 — Mz) — Mi +1 (3107)
hit1 6 2
Jiv1 = fi  hiqa hit1
= — M; — M; 3.108
hi+1 3 i 6 i+1 ( )
Aus der Gleichheit ergibt sich damit firi=1,...,n—1
i hi 4 hit1 hiy1 fivi—fi  fi— ficx
i, M, My, = - . 3.109
6 1+ 3 + 6 1 hit1 h; ( )

Multiplizieren dieser Gleichungen mit 6/(h; + h;y1) ergibt die Gestalt der Ma-
trix. Die natiirliche Randbedingung ergibt My = 0 und M,, = 0, was die Eintrége
in der ersten und letzten Zeile ergibt. O

3.2.15 Lemma: Die Matrix
2 X

A= (3.110)

aus Lemma 3.2.14 hat die folgende Eigenschaft: fiir jeden Vektor z €
R?*! und y = Az gilt

[z]loe < llylloo- (3.111)

Insbesondere ist A invertierbar.

Beweis. Sei k ein Index, so dass |zg| = ||#]|co- Dann gilt

YkfkTr—1 + 2Tk + Mg ZThr1- (3.112)
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Aus der Definition folgt [Ax| < 1 und |ug| < 1. damit gilt

IYlloo > |yl > 2|zk| — prlTr—1| — Ae|Tr11]
> |og(2 — pe — Ax)
> |zk] = [|2] co-

Wiére nun A singuldr. Dann gébe es z # 0 mit Az = 0. Nach der Normabschét-
zung gilt dann aber ||z|/s = 0 im Widerspruch zur Annahme. O

3.2.16 Satz: Sei f € C*[a,b] und sei 7, eine Zerlegung der Feinheit h,
fiir die es zusétzlich eine Konstante ¢ > 0 gibt mit

min h; > ch. (3.113)

Dann gilt fiir den vollstéandig approximierenden Spline s zu den Funkti-
onswerten f(z;) die Abschitzung

1547 = 5 oosann < eveh® 1D llocifan (3114)

mit Konstanten ¢, unabhéngig von Z;, und f.

Beweis. Sei g = (f"(x0),..., f"(z,))T der Vektor der zweiten Ableitungen von
f in den Punkten x;. Der Schliissel ist die Abschétzung

1M = glloe < FUF@ och?. (3.115)

Dazu untersuchen wir den Vektor r = A(M — g) = d — Ag. Nach Lemma 3.2.15
gilt

[M = glloo < [|7]o- (3.116)
Wir betrachten den Punkt xg und nutzen die Taylor-Interpolation
h2 h3 h4
f(x1) = f(xo) + hof'(20) + éf”(xo) + Elf(g)(zg) + 2—if(4)(£0), (3.117)

2
F"(@1) = f" (o) + ha fP (o) + %f(“) (&) (3.118)
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wobei &y, & € Iy gilt. Daraus folgt

ro =do — 2f" (x0) — f" (1) (3.119)

=% (flh_lfo - fé) —2f"(xz0) = f"(21) (3.120)

o [+ 2+ B )+ B ) - )] (@20

—2f"(zo) — [f”(l“o) + ha f®) (20) + hjf“)(gl)} (3.122)

M p ey - e, (5.123)
Damit gilt

Irol < 3117l oh?. (3.124)

Dasselbe gilt fiir r,, = d,, — f""(zpn—1) — 2f"(z,,). Fiir die anderen Punkte ist mit
demselben Argument und mehr Rechenaufwand

ri =di — pif" (wim1) = 2" (i) = N f " (wig1) (3.125)
1 Ry h} hi h?
- - | (4) iop(4) _ 4L (4) _op(4)
o | )+ ) - ) - )|
Daher ist
|Ti| < %||f(4)||oo;[a,b]h2a 1= 1,...,”—1. (3126)

Aus (3.116) schliefen wir

3
1M = glloo < [|I7]loc < ih2||f(4)”oo;[a,b]- (3.127)

Nun zeigen wir die Behauptung des Satzes fiir v = 3. Sei e(z) = s(x) — f(x).
Fir x € [; ist

e®(z) = % — @)
_ M; — " (x:) _ My — f"(xi1)
N h; hi
A =10 = ae) =10 ) (3129)

h;

Die Werte in den Stiitzpunkten schitzen wir nun durch Taylor-Entwicklung um
x ab:

4)
£ ) = @)+ 1O@) i~ )+ T a2

4)
F(i) = @) + 1O @i — o)+ L a2

(3.129)
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Setzen wir dies und (3.127) in (3.128) ein, so erhalten wir

(3) @) < 307 @ R )
|s* (x) — f(o)™] < §E|\f lloci[a,b] + o0, 1 os(a,8)
< QChllf(4) ”oo;[a,b] (3130)

Nun v = 2. Sei & € {x;_1, z;} der néchste Stiitzpunkt zu x, so dass |z —Z| < /2.
Es gilt fiir die zweiten Ableitungen

¢ (x) = ¢ (%) +/e<3>(t) dt, (3.131)

so dass wir mit (3.127) und (3.130) folgern

3
|3N(x) - f//(l‘)| < Eh2||f(4)”oo;[a,b] + Ch2||f(4)||oo;[a,b]

A

7
< 1R 1D osifat (3.132)

Aus den Interpolationsbedingungen folgt e(z;) =0 fiir 4 = 0, ..., n. Damit gibt
es nach dem Satz von Rolle in jedem Intervall I; ein &; mit ¢/(£;) = 0. Somit gilt
fir x € I;

e(x) = /e”(t) d¢ (3.133)

und daher mit (3.132)

7T -
|8/ (x) = £ (@) < R I1f D llooias- (3.134)

Fir v = 0 konnen wir wieder Z wie oben wéhlen und erhalten aus

x

e(z) = / ¢/ (1) dt (3.135)

die Abschitzung
7
|s'(x) = f'(x)] < §0h4\|f(4)||oo;[a,b]- (3.136)
O

Bemerkung 3.2.17. Werte wie 7/4 oder 7/s in der obigen Abschitzung sugge-
rieren, dass sie sehr scharf ist. In der Tat ist das aber nur so, wenn weder f*(z),
noch h; stark variieren. Wir haben mehrfach || f*4||qup;z, durch || f*™||supija.s)
sowie h; durch h/c ersetzt. Jedesmal hat sih der Fehler erhoht.

Daraus ergibt sich, dass die wesentliche Aussage der Abschitzung ist: es gilt
17 = 5@l ocifan) = O(R*), (3.137)

wobei die Konstante von der 4. Ableitung der Funktion und der Gleichméfigkeit
des Gitters abhéngt.
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3.3 Interpolatorische Quadratur

3.3.1 Summierte Quadratur

3.3.1 Definition: Eine Quadraturformel Q,(f) ist eine Approxi-
mation des Integrals

b

Qlat)(f) = /f(x) dz (3.138)
in der Form
Quuy(f) =D wif (). (3.139)
=0

Die Stiitzstellen x; bezeichnen wir auch als Quadraturpunkte, die Zah-
len w; als Quadraturgewichte.

Lasst sich die Quadraturormel beziiglich einer Zerlegung 7}, des Intervalls
[a,b] in der Form

Qua(f) =>_Qr(f) (3.140)
=1

schreiben, so sprechen wir von summierter, iterierter oder stiickwei-
ser Quadratur.

3.3.2 Definition: Gilt bei einer summierten Quadraturformel die Ab-
schitzung

/ f(@)dz — Qr(H)] = 0 () (3.141)

fiir jedes Teilintervall I; und Funktionen f € C**1[a,b], so sprechen wir
von der lokalen Fehlerordnung k + 1.
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3.3.3 Satz: Sei Zj, eine Zerlegung von [a,b] der Feinheit h und ¢, sei so
gewdahlt, dass

i i > h. .
¢ hi; > h (3.142)

Sind dann die Formeln @, von lokaler Fehlerordnung k£ + 1 fiir f €
C*a, b], so gilt fiir die summierte Quadratur Q[, 5 die Abschéitzung

b

/f(a:) dz — Q) (f)| = O (hF). (3.143)

a

Beweis. Das kleinste Intervall hat die Lénge h/c,. Damit ist die Anzahl der
Intervalle beschrénkt durch nmax = ¢q(b—a)/h. Aus der lokalen Fehlerordnung

ergibt sich die Existenz einer Konstanten ¢, so dass

/f(a?) dz — Qr,(f)| < chi . (3.144)
I;
Damit schatzen wir ab
b
[ 1@ das-Quath| = X | [ 1@)de - @n i) (3.145)
a Ii€Tn |7,
< ) et (3.146)
1;€Zy,
< Nimaxch™t = O (RY) (3.147)

3.3.2 Quadratur auf Einzelintervallen

7

3.3.4 Notation: In diesem Abschnitt integrieren wir wieder iiber das
Intervall I = [a,b], aber mit dem Gedanken, dass es sich eigentlich um
die Teilintervalle I; einer summierten Quadratur handelt.

Wir betrachten in der Regel Quadraturformeln mit n Punkten z4, . .., x,.
Oft benutzen wir Ergebnisse aus den Abschnitten iiber Interpolation.
Dabei ist jeweis darauf zu achten, dass die Indizes dort bei null loslaufen.
Der Grund fiir diesen wechsel ist, dass wir bei der Interpolation den Grad
der Polynome als flihrende Grofe angesehen haben, wahrend hier die
Anzahl der Quadraturpunkte im Vordergrund steht.
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3.3.5 Definition: Eine Quadraturformel @Q; heifst exakt vom Grad k
und k heifst der Grad der Exaktheit von @;, wenn sie exakt fiir alle
Polynome vom Grad bis zu k ist, also

/p(x) dz —Qr(p) =0 Vp € Py. (3.148)
T

3.3.6 Lemma: Seid die Quadraturformel @); exakt vom Grad k und
|I| < h. Dann gilt fiir f € C**+1(1)

/f(:r) dz — Q:(f)| = O(h**?) (3.149)
I

3.3.7 Definition: Eine interpolatorische Quadraturformel mit n

Quadraturpunkten z1,...,x, approximiert das Integral einer Funktion
f durch das exakte Integral ihres Interpolationspolynoms p € P,,_;
3.3.8 Lemma: Seien z1,...,z, die Quadraturpunkte einer interpolato-

rischen Quadraturformel @;, die exakt fiir Polynome vom Grad n — 1
ist. Dann sind die Gewichte gegeben durch

wy = / lion... o () da, (3.150)
I

wobei 4;., ... 4, das Lagrange-Interpolationspolynom zum Punkt z; ist.

Beweis. Die Lagrange-Polynome ¢; sind Polynome vom Grad n—1. Es gilt daher

/zi = wili(z) = w;. (3.151)
y k=1

O
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3.3.9 Definition: Werden die Quadraturpunkte z1,...,x, gleichma-
Rig im Intervall [a, b] verteit, so spricht man von einer Newton-Cotes-
Formel. Die ersten drei klassischen Formeln sind auf dem Einheitsinter-
vall [0,1] gegeben durch

n | €Ty W;
Trapezregel 210 1 L 1/3
Simpson-Regel | 3 | 0 12 1 e 46 16
3/8-Regel 410 1z 2/3 1|18 3z 38 1/3

3.3.10 Satz: Die Fehler der Newton-Cotes-Formeln auf dem Intervall 1
der Lange h lassen sich wie folgt abschétzen

— max|f”(§)| Trapezregel

|f®(€)] Simpson-Regel  (3.152)

I/fd:c—Qz(f) SE T

(4) 3/8-
gag0 D2x|fV(E)] ¥a-Regel

Beweis. Der Beweis fiir die Trapezregel und die 3/s-Regel benutzt Interpolation
in den Quadraturpunkten und die Fehlerdarstellung des Interpolationsfehlers.
Fiir die Trapezregel ist er als Hausaufgabe gestellt.

Hier fithren wir nur den Beweis fiir die Simpson-Regel. Nachdem man experi-
mentell beobachtet, dass die Formel exakt vom Grad 3 ist, nicht vom erwarteten
Grad 2, konstruieren wir eine Interpolation auf I = [z1, 23] mit Mittelpunkt xo
wie folgt:

p(z1) = f(21) p(x2) = f(x2) (3.153)
p(x3) = f(x3) p'(z2) = f'(x2). (3.154)
Die letzte Bedingung ist aus der Quadraturformel nicht ersichtlich. Folgen wir je-

doch der Basiskonstruktion im Satz 3.1.26 {iber die Wohlgestelltheit der Hermite-
Interpolationsaufgabe, so erhalten wir

Hyo(z) = %ﬁmsﬂ) Hoo(z) = Hz=zn)lz=a) (3.155)
H30(m) — %\i(%m H21 (ZL') — 4(36—3?2)(2?}:2%1)(30—363) (3156)

Die Funktion Haj(z) ist das Produkt der Parabel (z — z1)(x — x3), die sym-
metrisch zur Intervallmitte ist mit einer linearen Funktion mit Nullstelle in der
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Abbildung 3.1: Basisfunktionen fiir die Simpsonregel. Beachte, dass H>1 in allen
Quadraturpunkten verschwindet und auch das Integral null ist.

Intervallmitte. Daher verschwindet ihr Integral und das zugehorige Integrati-
onsgewicht ist null. Die Simpson-Regel lésst sich also schreiben als

4h

h h /
Qr= gf(fﬂl) + Ff(%) + Ef(%) +0f"(z2). (3.157)

Fiir die obige Interpolation gilt nach Satz 3.1.31 die Fehlerdarstellung

¢z
f(x)—plz) = %le,xz,xz,xa (z). (3.158)

Integration ergibt

/ Jde—Qu(f)| = / (f(z) - p(a)) de (3.159)
I I

JAE
< max = Wy g 20,05 (L) dT. (3.160)
T
SchlieRlich berechnen wir
1

/wmlmm,m3 (z)dz = /(x —x1)(x — x2)2(x —x3) = 120 (3.161)

T T
O

Bemerkung 3.3.11. Ab Grad ??? haben die Newton-Cotes-Formeln negative
Gewichte...
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3.3.3 Gaufi-Quadratur

3.3.12 Lemma: Sei ), eine Quadraturformel auf einem Intervall I mit
n Quadraturpunkten. Dann ist @), maximal exakt vom Grad 2n — 1.

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017, Satz 3.1]

3.3.13 Definition: Die n-Punkt-Gaufi-Legendre-Formel auf dem In-
tervall I = [—1,1] benutzt als Stiitzstellen x4, ..., z, die Nullstellen des
Legendre-Polynoms L(x) vom Grad n. Ihre Quadraturgewichte sind die
Integrale der Lagrange-Polynome

w; = /£i§x17---1xn (z) dz. (3.162)
T

3.3.14 Satz: Die n-Punkt-Gauf-Legendre-Formel ist wohldefiniert und
exakt fiir beliebige Polynome vom Grad 2n — 1.

3.3.15 Satz: Seien die Quadraturformeln @ mit Quadraturpunkten
xik),...7x,(ck) fir k = 1,...,n auf dem Intervall I = [—1,1] exakt fiir
beliebige p € Poi_1. Dann sind die Polynome

k
(@) = [J(@ — 2" e Py (3.163)

i=1

und po(z) = 1 € Py paarweise orthogonal beziiglich des L2-
Skalarprodukts. Insbesondere sind sie damit Vielfache der Legendre-
Polynome Lj und die n-Punkt-Gauss-Legendre-Formel ist die einzige
Formel mit n Punkten, deren Grad der Exaktheit 2n — 1 ist.

3.3.16 Lemma: Die Gewichte der Gauss-Legendre-Formeln sind positiv
und geniigen der Darstellung

1

w; = /H (Z—ZY da. (3.164)
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3.3.17 Lemma: Fiir die Gauss-Legendre-Formel mit n Quadraturpunk-
ten auf I = [—1,1] gilt die Fehlerabschitzung

O
/fdx—Qn(f) Smaxf () /H(x—xi)Q. (3.165)
T ]

er ot J M

J

Bemerkung 3.3.18. Alle Resultate dieses Abschnitts gelten fiir Skalarproduk-
te der Form

(pq) = / w(@)p(e)q(x) de (3.166)

I

mit einer positiven Gewichtsfunktion w(z), wenn man die Legendre-Polynome
durch die entsprechenden orthogonalen Polynome ersetzt.

3.3.4 Richardson-Extrapolation und Romberg-Quadratur

3.3.19 Definition: Sei T'(h) eine numerische Methode zur Approxi-
mation des tatséchlichen Wertes T'(0) mit Diskretisierungsparameter
h und Fehlerabschétzung |T'(h) — T'(0)| = O(h?). Zur Richardson-
Extrapolation wertet man diese Methode mit einer Schrittfolge
hi,ho, ..., hy, aus, so dass die Schrittweite (theoretisch) gegen null geht.
Wertet man dann das Interpolationspolynom p(h?) an der Stelle h = 0
aus, so bekommt man unter stérkeren Voraussetzungen die verbesserte
Approximation

IT(0) = p(0)] = O(R"™). (3.167)

Bemerkung 3.3.20. Tatséchlich geniigt die einfache Fehlerabschatzung |T'(h)—
T(0)| = O(hP) nicht, um die behauptete Konvergenzordnung zu beweisen. Man
bendtigt eine asymptotische Fehlerentwicklung der Form

T(h) — T(0) = 7 h? + 1hP 4 .. 7, h"™ + O(h("TVP), (3.168)

3.3.21 Definition: Die Romberg-Quadratur beruht auf einer sum-
mierten Quadraturformel @ der Ordnung AP, die fiir eine Folge von
Schrittweiten hy, ..., h, angewandt wird. Aus diesen berechnet man mit
dem Neville-Algorithmus Approximationen fiir Q.
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3.3.22 Algorithmus (Romberg-Quadratur):

def romberg(n0,steps ,order ,quadrature,f):
res = np.zeros ((steps,steps))
for i in range(0,steps):
n = n0 x 1<<i
res[i,0] = quadrature(n,f)
for j in range(1l,i+1):
res|i,j| = res|[i,j—1] + \
(res[i,j—1]—res[i—1,j —1])/(2%*(orderxj)—1.
return res

3.3.5 Praktische Aspekte

Bemerkung 3.3.23. Die Konvergenzabschitzungen der Form

/ Fdz — Qu(f)| < Rl | oour (3.169)
I

verlieren ihren Nutzen fiir grofte h, wenn die Ableitungen von f wachsen. Schlimm-
stenfalls bekommt man dann aus der Interpolationseigenschaft noch immer

[ o= Qun)| < el (3.170)
1
Es gibt aber keine Garantie, dass der Fehler bei feinerer Unterteilung schrumpft.

Ist aber f € CP*L(I), so gilt die obige Abschiitzung fiir hinreichend kleine
hi > hso in der starkeren Form

/ Fd—Quy(f)] ~ (Zj)p / Fde—Qu(f)]. (3.171)

Man spricht hier vom asymptotischen Bereich, fiir grofere h vom praasympto-
tischen Bereich.
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Kapitel 4

Losung linearer
Gleichungssysteme

4.1 Vektor- und Matrixnormen

4.1.1 Grundlagen

7

4.1.1 Definition: Eine Norm ||-|| auf dem Vektorraum V ist eine Ab-
bildung

J: V=R
I w
z = ||z
mit den Eigenschaften
Homogenitét: laz|| = |a||«|| VaeR,zeV (4.2)
Dreiecksungleichung: ||z +y|| < ||z|| + |ly]] Vz,y € V (4.3)
Definitheit: [lz]| >0 VeeV (4.4)
Jall # 0 Yo 0 (4.5)

Verzichtet man auf die zweite Definitheitsbedingung, so erhélt man eine
Seminorm.
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4.1.2 Definition: Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Zwei
Normen ||-||x und ||-|[y auf V heifien &quivalent, wenn es Konstanten
¢>0und C > 0 gibt, so dass

dlollx < oy < Cllollx ~ VweV. (4.6)

4.1.3 Definition: Eine Folge {z(®)} C R” fiir k = 1,2,... heikt kom-
ponentenweise konvergent gegen z € R", wenn gilt

Ve>03ko eNVE>koi=1,...,n: |z —z;| <. (47)
Die Folge heifst konvergent unter der Norm ||-|| wenn gilt

Ve > 03ko € NVE > ko : [|2®) -z <e. (4.8)

4.1.4 Lemma: Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R,,. Dann ist die Abbil-
dung

frax—||z| (4.9)

stetig bezliglich der komponentenweisen Konvergenz. Ferner ist die Norm
II|| &quivalent zur Maximumsnorm.

Beweis. Fiir den ersten Teil ist zu zeigen, dass zu einer komponentenweise kon-
vergenten Folge von Vektoren auch deren Norm konvergiert. Sei {z(*)} eine
solche Folge und dazu kg so gewéhlt, dass

e (ol =) e
i=1,...,n

< % Vk > ko. (4.10)

Hier ist e; der i-te Einheitsvektor. Dann folgt

Iz —z|| = zn: (2~ 2i) e (4.11)
1=1
S [CLESP (412
=1
< n% =e. (4.13)

Hiermit haben wir bereits bewiesen, dass komponentenweise Konvergenz auch
Normkonvergenz impliziert.
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Die ,,Einheitssphéare®
S={zeR"||z]e =1} (4.14)

ist beschrankt und beziiglich der komponentenweisen Konvergenz abgeschlossen.
Die Norm ||.|| nimmt dort als stetige Funktion ihr Minimum ¢ und ihr Maximum
C' an. Insbesondere gilt aber wegen der Definitheit ¢ > 0. Fiir einen beliebigen
Vektor z € R™ ist z/||z]|c € S, so dass gilt

cllzfloo < 2]l < Cllaloo- (4.15)
O

4.1.5 Satz: Auf R"™ sind zwei beliebige Normen ||.||x und |.||y dquiva-
lent.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma sind beide Normen aquivalent zur Maxi-
mumsnorm. Es gibt also Konstanten cx, cy,Cx,Cy > 0 mit

exlzlloe < llzlix < Cxllzfloo

= (4.16)
eylzfoo < lzlly < Cyl|2floo-
Daher gilt
Cy
lzlly < Cyllzfleo < ——ll2llx
CX (4.17)
X
[z x < Cx|lzlloo < —lz|y
Cy
O

4.1.6 Definition: Auf dem Vektorraum der Matrizen R™*" ist durch
Definition 4.1.1 eine Norm definiert. Gilt zusatzlich

|Az| < || A|l]lz|] VA e R™*" z e R", (4.18)
so heifst die Norm |.|| der Matrix vertréglich mit der Vektornorm |.|.

Wir sprechen von einer Matrixnorm, wenn sie zusatzlich submulti-
plikativ ist, dass heifst, fiir alle Matrizen A, B passender Dimensionen
gilt

IAB|| < [ AllllBI- (4.19)

Ferner definieren wir die Operatornorm oder natiirliche Norm

A
IA| = sup llA=] _ sup || Az||. (4.20)
xe%‘ [E4| lz||=1
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4.1.7 Lemma: Die Operatornorm ist vertraglich und submultiplikativ.

4.1.8 Beispiel: Die Operatornormen zu den Vektornormen ||.||; und
||.|lco sind die Spaltensummennorm und die Zeilensummennorm

n

[Allx = izﬁlf{nzmjﬂ (4.21)
j=1
n

| Alleo = igﬁgnzlaml (4.22)
‘7:

4.1.2 Eigenwerte und die Spektralnorm

4.1.9 Definition: Sei A € R"*". Gilt fiir einen Vektor 0 # z € R"
Az = Az, (4.23)

so nennen wir A Eigenwert von A und x einen zugehérigen Eigenvek-
tor. Wir notieren die Zugehérigkeit zur Matrix A auch explizit durch
A(A).

4.1.10 Lemma: Fiir alle Eigenwerte A € C einer Matrix A € R™*" gilt
Al < [l A]l (4.24)

fiir jede zu einer beliebigen Vektornorm vertriaglichen Norm.

4.1.11 Satz: Sei A € R™ x n eine symmetrische Matrix. Dann gibt es
eine orthonormalbasis des R™ von Eigenvektoren v(® mit zugehérigen
reellen Eigenwerten ;.

Beweis. Resultat der linearen Algebra.
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4.1.12 Satz: Die Operatornorm zur euklidischen Norm ist die Spek-

tralnorm
T AT Ax
[All2 = 3}? \/7 = 1/ Amax(AT A). (4.25)

Insbesondere gilt fiir symmetrische Matrizen || A|l2 = max;|\;(A)].

Beweis. Nach Satz 4.1.11 gibt es eine Basis des R” von Eigenvektoren v(*) von
AT A. Jeder beliebige Vektor = besitzt damit die Darstellung

x = Z a;v®. (4.26)
i=1

Es gilt nach der Parsevalschen Gleichung ||z|l2 = [l«||2. Ferner gilt mit den

Eigenwerten \; = \;(AT A)
|Az[|5 = 2" AT Aw = Nioj. (4.27)

i=1
Daher gilt
JAI3 = max AZIE _ o 200 ) (a7 (4:28)
2T TR S S e A '

Da fiir symmetrische Matrizen A = A7, so ist

Amax (AT A) = Apax (A?) = A2

max

(A) (4.29)

4.1.13 Definition: Eine Matrix A € R™*"™ heiftt positiv definit, wenn

tTAz >0 VY0#zeR"™ (4.30)

4.1.14 Satz: Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist positiv definit
genau dann, wenn ihre Eigenwerte alle positiv sind.

98



4.1.3 Konditionierung der Losung

7

4.1.15 Definition: Die Aufgabe, das lineare Gleichungssystem
Ax =10 (4.31)

zu 16sen wandelt die Eingabedaten (A,b) in das Ausgabedatum z um.
Die zugehorige gestorte Aufgabe ist

(A+64)(x + 6z) = b+ 6b, (4.32)

wobei d A und §b eine Matrix und ein Vektor sind, um die die Eingabe-
daten gestort sind. dz ist die resultierende Stérung der Losung.

Die Untersuchung der Konditionierung dieser Aufgabe besteht in der
Bestimmung einer relativen Konditionszahl x, so dass

el U841, 1o,
el =" LAl ™ el

(4.33)

4.1.16 Lemma: Sei B € R™*™ mit ||B|| < 1. Dann ist I — B invertierbar
und es gilt

=B~ <a-IBH~" (4.34)

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017, Hilfssatz 4.4].

4.1.17 Satz: Sei die Matrix A € R™*™ invertierbar und

1
164 < =y (4.35)

Dann ist die gestorte Matrix A + dA ebenfalls invertierbar und es gilt
die Fehlerabschatzung

(4.36)

6] _ cond(A) [IIMII IIJbII].
[zl = 1 — cond(A)lIsAl/ja [ [IAl o]

Hierzu definieren wir die Konditionszahl der Matrix A zur Norm ||-|

cond(4) = || Al [ A~ (4.37)

Beweis. Siehe [Rannacher, 2017, Satz 4.1].
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Bemerkung 4.1.18. Satz 4.1.17 gilt unabhéngig von der Wahl der Norm, so-
bald die Konditionszahl der Matrix konsistent definiert ist. Es ist dabei durchaus
moglich, dass die Bedingung (4.35) beziiglich einer Norm verletzt, beziiglich ei-
ner anderen erfiillt ist. Die Invertierbarkeit der gestorten Matrix hangt dabei
nicht von der Wahl einer Norm ab. Es geniigt also, die Bedingung beziiglich
einer geeigneten Norm zu {iberpriifen.

Bemerkung 4.1.19. Die Bedingung (4.35) wurde benutzt, um die Invertier-
barkeit der gestorten Matrix zu sichern. Daraus lasst sich ableiten, dass Nicht-
singularitat einer Matrix A in der Regel nicht hinreicht, um auch numerisch ein
Gleichungssystem 16sen zu kdnnen. Man benétigt vielmehr, dass eine Matrix
nicht nur invertierbar ist, sondern dass die Inverse auch hinreichend beschrénkt
werden kann. Insbesondere sehen wir am Nenner der Abschitzung, dass bei
sehr grofier Norm der Inversen schon sehr kleine Stérungen der Matrix zu einer
erheblichen Vergroferung des Fehlers fithren.

Damit tritt neben die rein qualitative Aussage eine Matrix sei singuldr oder
invertierbar die quantitative Aussage, dass eine Matrix schlecht invertierbar sei,
weil sich Datenfehler sehr stark verstarken.

Zerlegen wir die Konditionszahl in

cond(A) 1

"= T cond(@) A~ A T EaAT

(4.38)

so sehen wir, dass auch bei exakter Représentation der Matrix die Verstarkung
von Fehlern der rechten Seite schon durch die Konditionszahl bestimmt ist. Da
die Konditionszahl nie besser als eins ist, gibt es grundsétzlich keine Dampfung
der relativen Fehler.

Bemerkung 4.1.20. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit ist das Resultat
von Satz 4.1.17 scharf. Dennoch ist es in der Praxis oft zu pessimistisch. Fiir
eine Verbesserung bendtigt man jedoch mehr Struktureigenschaften der Matrix,
zum Beispiel Symmetrie oder die Untersuchung invarianter Unterrdume.

4.2 Die LR-~Zerlegung

4.2.1 Notation: Da wir uns in diesem Abschnitt mit der Losung qua-
draischer Gleichungssysteme beschéftigen, gelte fiir alle Matrizen, soweit
nicht anders vermerkt, dass ihre Dimension n X n sei.

60



4.2.1 Dreiecksmatrizen und Frobeniusmatrizen

4.2.2 Definition: Fiir eine untere Dreiecksmatrix L € R™"*" gilt
4i; =0, j >t (4.39)
Fiir eine obere Dreiecksmatrix R € R™"*" gilt

Tij = 0, 7 <. (440)

4.2.3 Satz: Die Mengen der invertierbaren oberen und unteren Dreiecks-
matrizen bilden jeweils eine multiplikative Gruppe. Die Determinante
einer Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonalelemente.

Beweis. Hausaufgabe

4.2.4 Korollar: Eine Dreiecksmatrix ist invertierbar genau dann, wenn
alle ihre Diagonalelemente von null verschieden sind.

4.2.5 Algorithmus: Die Losung der linearen Gleichungssysteme
Lz =10 Rz =5 (4.41)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R
lasst sich sukzessive durch Vorwérts- bzw. Riickwértseinsetzen berech-

nen.
def forward subst(A,b): def backward subst(A,b):

(m,n) = A.shape (m,n) = A.shape

x = np.zeros(n) X = np.zeros(n)

for i in range(0,n): for i in range(n—1,—1,—1):
x[i] = b[i] x[i] = b[i]
for j in range(0,i): for j in range(i+1,n):

x[i] —= A[1,j]*#x[j] x[i] —= A[1,j]*x[j]

x[i] /= Ali,i] x[i] /= Ali,i]

return x return x
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4.2.6 Definition: Eine Matrix der Gestalt

1

1

G p—
b Jk+1,k 1

(4.42)

Ink 1

mit von null verschiedenen Subdiagonaleintriagen nur in Spalte k heiftt
Frobenius-Matrix.

4.2.7 Lemma: Fiir Frobenius-Matrizen gilt
Gyl =2l - Gy. (4.43)

Das Ergebnis des Produktes Gy A einer Frobeniusmatrix mit einer be-
liebigen Matrix ergibt sich aus A dadurch, dass auf die j-te Zeile das
gjk-fache der k-ten Zeile addiert wird.

Sei k1 < --- < ky, eine aufsteigende Folge von Indizes. Dann ist

g 002Gy = ZGZ' —(m - 1)L (4.44)
i=1
Insbesondere gilt
1
g1 1
Gy...G,=1| . . ) (4.45)
g1 -+ Gnn—1 1
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4.2.2 Konstruktion der LR-Zerlegung

4.2.8 Lemma: Bei der Gaufs-Elimination lasst sich die Elimination der
Subdiagonalelemente der k-ten Spalte als Matrix-Produkt

AFD = -1 AR b)) = [-1pk), k=1,...,n—1 (4.46)

mit A® = A4, b1 = p und den Frobenius-Matrizen

1
(k)
1 a;
Ly = , Ly, = —& (4.47)
lpp1p 1 al(clz)
i bk 1]
schreiben.

4.2.9 Satz: Nach n — 1 Schritten der Gauft-Elminiation erhalt man das
transformierte lineare Gleichungssystem

Rx =y, R=L7'4, y=L"1b, L=Ly--Lp_y, (4.48)
und die LR-Zerlegung
A=LR (4.49)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R und einer unteren Dreiecksmatrix L,
deren Diagonale aus Einsen besteht.

4.2.10 Algorithmus (LR-Zerlegung):

def lu_ decomposition (A):
(m,n) = A.shape
for k in range (0,n—1):
piv = 1./ Alk, k]
for i in range (k+1,n):
Ali,k]| *= piv
for j in range (k+1,n):
Ali,j] — Alk, j]#A[i k]
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4.2.11 Algorithmus (Vorwérts-Riickwirts-Einsetzen):

def forward backward (LR,b):
(m,n) = LR.shape
X = np.zeros(n)
for i in range(0,n):

x[i] = b[i]
for j in range(0,i):
x[1] —= LR[i,j]*x[]]

for i in range(n—1,—-1,—1):
for j in range(i+1l,n):

x[i] == LR[i,j]*x[]]
f[i] /= IR[1,1]

4.2.12 Lemma: Der Aufwand der LR-Zerlegung einer n x n-Matrix ist

in® +0(n?). (4.50)

4.2.13 Satz: Ist die Matrix A invertierbar, dann ist im k-ten Schritt der

Gauf-Elimination wenigstens eins der Elemente ay;) mit j > k von null

verschieden. fiir den Fall, dass a,gz) = 0, kann damit die Elimination nach

Vertauschen der Zeilen j und k fortgesetzt werden.

4.2.14 Definition: Fiithrt man im k-ten Schritt der Gaufs-Elimination
eine Zeilenvertauschung durch, so dass

k k
lal®)| = I}@zqa;kh, (4.51)

so spricht man von Gauf-Elimination mit Spalten-Pivotierung. Ver-
tauscht man sogar die verbleibenden Zeilen und spalten, so dass

k k
a®)| = %%|a§j)|, (4.52)

handelt es sich um vollstindige Pivotierung.

4.2.15 Lemma: Fiihrt man die Gaufs-Elimination mit Spalten-
Pivotierung durch, so gilt fiir die Matrix L:

6l <1,  1<ij<n (4.53)
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4.2.16 Lemma: Sei 7 eine Permutation der Zahlen 1, ..., n, so dass die
Zahlen 1, ..., k unverdndert bleiben, und P, die Matrix der entsprechen-
den Zeilenvertauschungen. Dann ist

1

1

P.L,P~' =
Mom Crk+1),6 1

(4.54)

éﬂ(’n)k‘ 1

wieder eine Frobenius-Matrix gleicher Struktur wier Ly.

Beweis. Jede Permutation ist das Produkt von Transpositionen. Fiir solche wird
die Aussage in der Hausaufgabe gezeigt. O

4.2.17 Satz: Nach n — 1 Schritten der Gauf-Elimination mit Spalten-
Pivotierung erhélt man die Zerlegung

PA=LR (4.55)
mit einer Permutationsmatrix P und den Dreiecksmatrizen L und R.
Beweis. Siehe [Deuflhard and Hohmann, 2008, Abschnitt 1.3]. O

4.2.3 Fehleranalyse

Ohne Beweis geben wir die folgenden Resultate zur Rundungsfehleranalyse der
Losung linearer Gleichungssysteme mit der LR-Zerlegung an.

4.2.18 Lemma: Die Realisierung des Vorwiértseinsetzens fiir das Glei-
chungssystem LX = b in Fliekkommaarithmetik berechnet die Losung &
des gestorten Systems Lz = b mit

|5 — £i;] < nlli;|eps. (4.56)
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4.2.19 Lemma: Die Matrix A besitze eine LR-Zerlegung. Dann be-
rechnet das Gaufische Eliminationsverfahren fiir das Gleichungssystem
AX = b die Losung & des Systems (A+3JA)Z = b fiir eine Matrix A+0A4

mit

|6a5] < 2n|0i;]|7:5]eps. (4.57)

4.2.20 Satz (Wilkinson): Das Gaufssche Eliminationsverfahren mit
Spaltenpivotierung fiir das Gleichungssystem Az = b berechnet die Lo~
sung & des Systems Az = b fiir eine Matrix A mit

||5A||DO 3 Qmax
< eps, (4.58)
1Al max|a;|
wobei
_ (k)
Omax = 1561}2;%”\61“ |. (4.59)

4.2.4 Anmerkungen zur LR-Zerlegung

Bemerkung 4.2.21. Es gibt einige Aussagen iiber die LR-Zerlegung von Ma-
trizen mit spezielleren Strukturen. So gilt

1. Ist die Matrix A invertierbar und schwach diagonaldominant, das heift,

laiil > lail,  i=1,...,n, (4.60)
JFi

so kann die LR-Zerlegung ohne Pivotierung durchgefiihrt werden.

2. Ist die Matrix A positiv definit, so kann die LR-Zerlegung ohne Pivotierung
durchgefiihrrt werden und alle Diagonalelemente a,(jc) sind positiv (siehe

[Rannacher, 2017, Satz 4.7]).

3. Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen fiihrt man die Gauf-Elimination
in der Variante des Choleski-Verfahrens durch, das eine LLT-Zerlegung
mit dem halben Aufwand der LR-Zerlegung produziert.

4. Hat die Matrix eine Struktur, bei der sich alle von null verschiedenen
Eintrdge um die Diagonale konzentrieren, man spricht von Band- und
Skyline-Matrizen, so kann man bei der LR-Zerlegung diese Struktur aus-
nutzen und erheblich an Operationen sparen.
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Bemerkung 4.2.22. Die Funktionsbibliothek LAPACK zur linearen Algebra
wird heute als Standardimplementation fiir viele der hier diskutierten Algorith-
men benutzt, zum Beispiel die LR-Zerlegung. Sie enthélt viele Optimierungen
und benutzt auch automatisch Spaltenpivotierung.

4.3 Die QR-Zerlegung

4.3.1. Betrachten wir die Konstruktion der LR-Zerlegung als Folge von Opera-
tionen auf Matrizen, so ergibt sich das Bild

AW s 714G
AP s [;1AG) (4.61)
A=Y o -1 R

Es findet also in jedem Schritt eine Umformung der Matrix des aktuellen Schritts
mit einer Frobeniusmatrix statt.

In der Fehlerabschitzung steht der Faktor

Omax ma‘X|a§;€)|
p= S _ | (162)
max|a;;|  max]|a;;]

wobei das Wachstum der Zahler von den Eigenschaften der Frobeniusmatrizen
abhéngt. Aus [Deuflhard and Hohmann, 2008] zitieren wir dazu folgende Werte
abhéngig von der Struktur der Matrix

Matrix ‘ 0
invertierbar =T
diagonaldominant 2
s.p.d. 1

Hierbei wird fiir allgemein invertierbare Matrizen Spaltenpivotierung angewandt,
flir die anderen nicht. Fiir allgemeine Matrizen kann dieser Faktor also sehr
schnell anwachsen und der Algorithmus instabil werden.

Dieser Abschnitt beschéftigt sich nun mit alternativen Transformationen, die
immer zu einer stabilen Zerlegung fithren. Gesucht werden dazu Matrizen so
dass

A=) = ... = [A®) || = ... = 4D (4.63)

fiir eine geeignete Norm gilt.
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4.3.1 Orthogonale Matrizen

4.3.2 Definition: Eine orthogonale Matrix ist eine quadratische Ma-
trix, deren Spaltenvektoren bzw. deren Zeilenvektoren eine Orthonor-
malbasis des R™ bilden.

4.3.3 Satz: Fiir eine orthogonale Matrix @ gilt
Q'=q0". (4.64)

Umgekehrt folgt aus dieser Beziehung die Orthogonalitédt der Zeilenvek-
toren und Spaltenvektoren.

Beweis. Nehmen wir an, die Spaltenvektoren ¢, ....¢("™ von Q seinen eine
ONB. Dann gilt fiir die Matrix A = Q7Q:
= qriqn; = Z 0q) = (¢9)" ¢ = 5. (4.65)

Daher gilt Q7'Q = I. Multiplizieren wir diese Gleichung von rechts mit Q !, so
erhalten wir (4.64). Setzen wir umgekehrt Q7' Q = I, so ergibt obige Rechnung
die Orthogonalitdt der Spaltenvektoren.

Aus Q7 = Q7! folgt aber durch Transponieren
Q=0Q77, (4.66)

wobei Q7 die Inverse von QT ist. Multiplizieren wir die letzte Gleichung von
rechts mit Q7', so erhalten wir QQ7 = I, was #quivalent zur Orthonormalitéit
der Zeilenvektoren ist.

Wir hitten diesen Beweis auch mit den Zeilenvektoren beginnen kénnen und
QQ" = I folgern. Der Rest verliuft dann analog. O

Beispiel 4.3.4. Die Rotationsmatrix
| cosp  sing
Q= [ sinp cos <p] (4.67)

ist orthogonal. Dasselbe gilt fiir die Reflexionsmatrix an einem Vektor w € R™,

T
ww
=1—-2—— 4.68
Q=1-2"0 (469)

4.3.5 Lemma: Fiir jede orthogonale Matrix Q € R™*", jeden Vektor
x € R™ und jede beliebige Matrix A € R™*" gilt

1Qzll2 = [lzll2,  [[QAll2 = [|All2- (4.69)
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4.3.2 Existenz und Konstruktion

4.3.6 Definition: Bei der QR-Zerlegung wird die Matrix A € R"*"
in das Produkt

A=QR (4.70)

aus einer orthogonalen Matrix @ und einer oberen Dreiecksmatrix R
zerlegt.

4.3.7 Lemma: Seien ¢(V,... ¢ die Spaltenvektoren von @ und
a® ..., a" die Spaltenvektoren von A. Dann gilt

k
a®) = Zrikq(i). (4.71)
i=1

Gilt r;; # 0 fiir ¢ = 1,...,k so ist die Beziehung eindeutig umkehrbar.
Insbesondere besteht dann die Folge der Spaltenvektoren von @ aus den
orthogonalisierten Spaltenvektoren von A mit

Span{q(l),...,q(k)} :span{a(l),...,a(k)} k=1,...,n. (4.72)

4.3.8 Satz: Zu jeder invertierbaren quadratischen Matrix A € R™*™
gibt es eine QR-Zerlegung. Unter der Zusatzbedingung r;; > 0 ist diese
eindeutig.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma kénnen die Spaltenvektoren ¢(¥ der Matrix
@ mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus den Spaltenvektoren a( von A gewon-
nen werden. Da die Spalten von A linear unabhéingig sind, bricht das Verfahren
nicht ab.

Daraus folgt insbesondere Gleichung (4.71) mit r;; = <a(j), q(i)>.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, es gelte A = Q1 Ry = Q2 R». Es gilt dann fiir
die Hilfsmatrix P = QTQ,

P=0Q;'Q, = Ry A" AR]? (4.73)

und ebenso PT = R;R;'. Beide Produkte auf der rechten Seite sind opere
Dreiecksmatrizen, woraus folgt, dass P diagonal sein muss. Wegen der Ortho-
gonalitat gilt |p;| = 1 fiir ¢ = 1,...,n. Schlieflich benutzen wir

PR = Q;Q1R1 = Q3 A= Q3 Q2R (4.74)
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woraus folgt p;;r1,i;i = r2,;i. Wegen der Positivitét der Diagonalelemente von R
und R ist damit p;; = 1 und P = 1. Aus Rngl =1 folgt dann R; = Ry und

Q1= AR;' = AR;' = Q.. (4.75)
O

4.3.9 Definition: Die Givens-Rotation 2, zum Winkel ¢ bildet ab

Qp: R™ = R™ (4.76)
Ty (4.77)

mit
crj + sy 1=3

Yi =1 —szj+cry =k (4.78)

a8 sonst

mit ¢ = cos? und s = sin 9.

4.3.10 Algorithmus (Givens-Rotation):

4.3.11 Algorithmus (QR-Zerlegung mit Givens-Rotation):

4.3.12 Definition (Householder-Reflexion): Ist ein Vektor w € R"
gegeben, so beschreibt die Matrix

U)U)T

Qw =1- 2’LUT’LU (479)

die Abbildung, die einen Vektor y an der Hyperebene senkrecht zu w
spiegelt.

4.3.13 Lemma: Sei y € R™ gegeben. Dann gibt es zwei Vektoren
wt,w™ € R™ und eine Zahl o € R, so dass

+o

0
Qu+y=*aes=| . |. (4.80)
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Beweis. Orthogonale Abbildungen sind normerhaltend. Daher muss gelten
lal = [lyll2. (4.81)

oder & = £ ||y||2. Ferner gilt wegen (4.80) fiir einen geeigneten Reflexionsvektor
w:

T T
e y:y_2w yw:ael. (4.82)

wY = -2
Quy =y T

wlw

Dabher ist w ein Vielfaches von y — aey. Da durch die Norm von w geteilt wird,
wahlen wir

w® =y F |lyllze:1. (4.83)
O

Bemerkung 4.3.14. Zur vermeidung von Ausléschung in der ersten Stelle von
w verwendet man in der QR-Zerlegung den Faktor « so dass

sign(«) = —sign(y1) (4.84)
und damit
y1 +sign(y1)|lyll2
w =y +sign(y1)lyllzer = yf : (4.85)

Yn

4.3.15 Algorithmus (Householder-Reflexion):

4.3.16  Algorithmus (QR-Zerlegung mit Householder-
Reflexion):

4.4 Lineare Ausgleichsrechnung

4.4.1. Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate fithrt auf die Minimierungs-
aufgabe

||Az — bl|]2 = min. (4.86)
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4.4.2 Satz: Sei A € R™*"™ mit m > n und b € R™. Dann ist z € R"
genau dann eine Losung des linearen Ausgleichsproblems

||[Az — b]|]2 = min, (4.87)
wenn x Losung der Normalengleichungen
AT Az = ATp (4.88)

ist. Insbesondere ist die Minimierungsaufgabe eindeutig l6sbar, wenn A
vollen Rang hat.

J

Bemerkung 4.4.3. Wir kénnen die Normalengleichungen losen, indem wir
die symmetrische Matrix C = ATA € R™ " berechnen und dann eines der
Verfahren der vorigen Abschnitte auf diese Matrix anwenden.

Das Lemma nach der néchsten Definition legt nahe, dass das keine gute Idee
ist, da sich die Konditionszahl durch das Matrixprodukt quadriert und damit
die Losungsgenauigkeit leidet.

4.4.4 Definition: Die Konditionszahl einer rechteckigen Matrix maxi-
malen Rangs beziiglich der Operatornorm zur Vektornorm ||-|| ist

SuP\|a;\|:1||A33||

d(Ad) = —————.
con ( ) 1nf\|1\|:1||Ax||

(4.89)

Die Definition ist konsistent zur Definition fiir invertierbare, quadratische
Matrizen.

4.4.5 Lemma: Fiir eine Matrix A € R™*™ maximalen Rangs mit m > n
gilt

cond(AT A) = cond(A)2. (4.90)

4.4.6 Lemma: Zu jeder Matrix A € R™*™ maximalen Rangs mit m < n
gibt es eine QR-Zerlegung

A=QR (4.91)

mit einer oberen Dreiecksmatrix R € R™*™ und einer Matrix @) € R™*",
deren Spalten ein Orthonormalsystem bilden. Unter der Zusatzbedin-
gung 7;; > 0 ist diese Zerlegung eindeutig.
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4.4.7 Satz:

Rz = Q™. (4.92)

Beweis. Einsetzen der QR-Zerlegung in die Normalengleichungen ergibt
RTQTQRx = R"Rx = RTQ"b. (4.93)

Da R” invertierbar ist, konnen wir die Inverse von links anwenden und erhalten
das Resultat. U
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Kapitel 5

Iterationsverfahren

5.1 Grundlagen

5.1.1 Definition: Ein Iterationsverfahren berechnet schrittweise Ap-
proximationen an die Losung z einer Aufgabe aus einem Startwert z()
mit der Verfahrensvorschrift der Form

2R+ G(m(k)), k=0,1,2,.... (5.1)

Das Verfahren heit konvergent, wenn gilt z(*) — z.

5.1.2 Definition: Ein Iterationsverfahren ist konvergent mindestens von
Ordnung p > 1 zum Grenzwert z, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so

dass

Hw(k+1) _ IH < ola® _ | (5.2)
gilt. Es ist linear konvergent, wenn

oo o <o s

mit einer Konstanten ¢ < 1. Wir sprechen von superlinearer Konvergenz,
wenn

) o
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5.1.3 Definition: Sei M C R". Eine Abbildung f: M — M ist eine
Kontraktion auf M, wenn es eine Konstante o < 1 gibt, so dass

1f(z) = fWll <ellz -yl Va,ye M. (5.5)

5.1.4 Satz (Banachscher Fixpunktsatz): Sei f eine Kontraktion auf
der abgeschlossenen Menge M C R™. Dann gibt es genau einen Fix-
punkt x € M, also

x = f(x). (5.6)

5.1.5 Satz: Sei g: R® — R. Dann gilt fiir eine Minimalstelle * von g,

also
x* = argmin g(z), (5.7)
z€R"
notwendig
Vg(z*) =0. (5.8)

Das Minimierungsproblem lésst sich also auf das Finden einer Nullstelle
von f: R™ — R™ mit f(z) = Vg(z) reduzieren. Umgekehrt lasst sich die
Aufgabe, eine Nullstelle einer Funktion f: R™ — R"™ zu finden, durch die
Minimierung des Funktionals g(x) = || f(z)]|| darstellen.

5.2 Nichtlineare Gleichungssysteme

5.2.1 Definition: Das Newton-Verfahren ist ein Iterationsverfahren
zum Auffinden einer Nullstelle einer Funktion f: R” — R™. Zu einem
Startwert (%) € R™ berechnen sich die weiteren Iterierten durch

R — ) — () ) (5.9)
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5.2.2 Lemma: Sei M C R™ konvex. Sei f: M — R" stetig differenzier-
bar auf M und die Ableitung geniige der Lipschitz-Abschitzung

Vi) =Vl <Allz -yl Va,ye M. (5.10)

mit einer Konstanten ~. Dann gilt fiir alle z,y € M

1f(2) = f(y) = VW) (= —y)ll < %llw—y||2~ (5.11)

Beweis. Wir folgen [Stoer, 1983, Hilfssatz 5.3.1]. Sei ¢: [0,1] — R" die Hilfs-
funktion definiert durch

o(t) = fly+tlx—y)), (5.12)

so dass

f@) = fy) = Vi) —y) = o(1) — (0) + ¢'(0) = /(W'(t) —¢'(0))dt,
0

denn nach der Kettenregel gilt

O'(t)=Vf(y+tx—y))(z—y). (5.14)

Den Integranden schitzen wir ab durch

I¢'®) = ¢ Ol = 1|(Vf (y = tw =) = Vi) (== v)] (5.15)
< IVf(y— tz = v) = V@I - ) (5.16)
< ytle -yl (5.17)

Einsetzen ins Integral ergibt

1 (@) = fy) = Vi)(z -yl < %Ilfv*yllz- (5.18)
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5.2.3 Satz: Sei M C R" eine offene, konvexe Menge und f: M — R?
stetig differenzierbar in M und stetig auf M. Die Jacobi-Matrix V f(z)
sei auf ganz M invertierbar und es gebe Konstanten 8 und -, so dass fiir
z,y € M gilt

V@) - Vil <Allz—yl, (V@)1 <8B. (5.19)

Gibt es dann eine Konstante «, so dass

(V£ (@) f@ )] < a (5.20)
. O‘Tﬁ” <1 (5.21)
B (z®)C M, mitr= ﬁ (5.22)

So ist die Folge x(®) des Newton-Verfahrens fiir alle k¥ = 1,... wohl-
definiert und liegt in B, (x(o)). Ferner konvergiert sie quadratisch gegen

einen Wert 2* € B,.(2(®) und es gilt

2k -1
(k) _ px A
|E3 x| < O (5.23)

Beweis. Wir folgen [Stoer, 1983, Satz 5.3.2]. Wir zeigen zunéchst induktiv fiir
alle k = 1,..., dass das Folgenglied z(*) in Br(gc(o)) C M liegt. Damit exi-
stiert dann nach Voraussetzung (V f (x(k)))f1 und z**+1) ist wohldefiniert. Zur
Verankerung bemerken wir, dass offensichtlich 2(*) € B,.(z(®) und 2" nach
Voraussetzung (5.20). Nach der Verfahrensvorschrift konnen wir abschéitzen:

Hx(kJrl) _ a:(’“)|| - |\(Vf(z(k)))71f(x(k))|| (5.24)
< BILF ™) (5.25)
=Bl f(@®) = f2D) = V") (@™ — 2D (5.26)

wobei wir die letzte Zeile aus der Multiplikation der Verfahrensvorschrift mit V f
gewonnen haben. Hierauf wenden wir nun Lemma 5.2.2 an und bekommen die
quadratische Konvergenz, wenn der Abstand zweier Folgenglieder einmal klein
genug ist:

Jo0 = 2] < Fljat®) - 002 (5.27)

Es bleibt zu zeigen, dass die Folge in Br(,’E(O)) bleibt. Dazu zeigen wir per In-
duktion, dass

[z®+D — 20| < qh2" 1L, (5.28)
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Fiir & = 0 folgt || — 2(®|| < a direkt aus (5.20). Fiir den Induktionsschritt
benutzen wir unsere Konvergenzabschétzung (5.27):

2D — o8| < @Hz(k) — a2 < ﬂ;(ahgka,ly _ aﬂvath*Z _ ot

2 2
(5.29)
Nun kénnen wir mit einer Teleskopsumme abschétzen
k . .
244D — 2O < 375D - 40| (530)
j=0
<a(l+h+R+h" 4412 (5.31)
o
- = 5.32
ST1on D (5.32)

Aus (5.28) folgt mit dieser Abschiitzung, dass x(*) Cauchy Folge ist und durch
Grenziibergang die Abschétzung (5.23). O

5.2.4 Definition: Sei g: R" — R stetig differenzierbar. Dann definieren
wir den Kegel positiven Anstiegs zum Parameter v als

Sy(@) = {s eR"[[ls] =1 A Vg(z)s > [ Vg(2)ll}. (5-33)

5.2.5 Lemma: Sei g: R™ — R stetig differenzierbar und in einem Punkt
y € R™ gelte Vg(y) # 0. Dann gibt es eine Umgebung U(y) und X > 0,
so dass fiir alle z € U(y), s € Sy(x) und p € [0, A] gilt

hx - ps) < h(z) = EL Vg ()l (5.34)

5.2.6 Definition: Ein Abstiegsverfahren fiir eine stetig differenzier-
bare Funktion g: R™ — R ist eine Iterationsvorschrift aus den folgenden
Schritten: gegeben z(%),

1. wihle 7, > v > 0 und eine Abstiegsrichtung s*) € Sye ().

2. Wihle eine Schrittweite o, > 0 und setze

2B+ — (k) _ aks(k), (5.35)
so dass
VO
g(a ) < g(a®) - B |vg@®). (530
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Bemerkung 5.2.7. Lemma Lemma 5.2.5 stellt sicher, dass es in jedem Schritt
ein positives ay, gibt, das die Bedingung erfiillt.

5.2.8 Beispiel (Verfahren des steilsten Abstiegs): Sei der Vektor
z(F) € R" gegeben, dann wihle s(¥) = Vg(2(®)). Die Schrittweite ay, wird
aus der eindimensionalen Minimierungsaufgabe

ay = argming(z(k) - ozs(k)) (5.37)
a>0

bestimmt. Danach setze

2D — g0 _ g (R, (5.38)

5.2.9 Satz: Sei g: R” — R und (¥ € R" so gewihlt, dass die Menge

K ={seR" | g(x) < g(®)} (5.39)

kompakt und g stetig differenzierbar auf einer Umgebung von K ist.
Dann besitzt die Folge {x(**1)} des Abstiegsverfahrens mindestens einen
H&ufungspunkt in K. Gilt zusétzlich in der Umgebung eines Haufungs-
punkts a > a > 0, so ist er ein stationdrer Punkt von g.

5.2.10 Lemma: Sei f: R® — R" stetig differenzierbar und g(z) =
| f(z)]|3. Dann sind die Suchrichtungen

S0 — Y d®) = (Vf(z®)) 7 fa®) (5.40)

Abstiegsrichtungen fiir g(x) und es gilt

1

® e g (&) I
S E ’Y(x )a 0 COHdQ(Vf(x(k)))

(5.41)
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5.2.11 Definition: Das Newton-Verfahren mit Schrittweitensteue-
rung berechnet iterativ z*t1) € R aus () € R” in folgenden Schrit-
ten

1. Berechne d®) = (Vf(x(k)))flf(x(k))

2. Berechne die kleinste ganze Zahl j, so dass

(a0 ~22a]] < s

_2_j4cond2(éf ) HfT >Vf(x<k>)H2 (5.42)

3. Setze x**tD) = z(k) _ 2=igk)

Bemerkung 5.2.12. Der Algorithmus bendtigt viele zusétzliche Berechnun-
gen, wie die von 7, oder Vg. Fiir die praktische Anwendung lésst er sich verein-
fachen. Dazu beobachten wir zunéchst, dass Bedingung (5.36) dazu dient, eine
hinreichende Kontraktion in der Néhe eines Haufungspunkts sicherzustellen. Die
Existenz eines solchen kann bereits aus

g(z*th) < g(2") (5.43)

gefolgert werden. Umgekehrt wird, wenn die Funktion f die Bedingungen des
Konvergenzsatzes Satz 5.2.3 erfiillt, in der Néhe eines Fixpunktes ohnehin j =
0 gelten. Wir ersetzen daher die komplizierte Bedingung durch die wesentlich
einfachere: sei j die kleinste nichtnegative ganze Zahl, so dass

[ —273a) " < 5" (5.4

Es gibt in der Literatur weitere Heuristiken zur Wahl der Schrittweite im Newton-
Verfahren, die man unter dem Stichwort ,Globalisierung* findet. Hier wollen wir
uns mit dieser besonders einfachen und gleichzeitig effektiven Variante begnii-
gen.

5.2.13 Algorithmus (Newton-Verfahren mit Schrittweitensteue-
rung):

5.3 Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme

5.3.1. Bei vielen Aufgaben zur approximativne Simulation physikalischer Vor-
giange, zum Beispiel bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen,
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treten sehr grofe (n = 10° oder gar n = 10°) Gleichungssysteme auf. Die Ma-
trizen zeichnen sich dadurch aus, dass sie diinn besetzt ist, das heift, in jeder
Zeile und Spalte sind nur wenige Fintrdge von null verschieden. Diese Eintrage
sind aber nicht in einem schmalen Band angeordnet. Fiir solche Matrizen ist
die Berechnung einer LR~ oder QR-Zerelgung unverhéltnisméfig aufwendig, da
die Zerlegungen die Struktur nicht erhalten und Nullen innerhalb des Bandes
auffiillen. Die Multiplikation einer solchen Matrix mit einem Vektor hingegen
kann in O(n) Operationen durchgefiihrt werden.

Fiir solche Matrizen leiten wir hier iterative Losungsverfahren her, die nur auf
der Multiplikation beruhen.

5.3.2 Lemma: Sei A € R™*"™ symmetrisch positiv definit. Ein Vektor
z € R™ minimiert die Funktion

F(z) = 12" Az —2Tb (5.45)

genau dann, wenn

Az =b. (5.46)

5.3.3 Definition: Das Verfahren des steilsten Abstiegs zur Losung
linearer Gleichungssysteme lautet: gegeben ein Vektor (%) € R”, berech-
ne die Folge {(*)} durch die Tterationsvorschrift

kD) — (k) | Oékr(’f)7 (5.47)
wobei 7®) = b — Az®) das Residuum von z(®) ist und

ag = argminF(az(k) + ozr(k)). (5.48)
a>0

5.3.4 Lemma: Der Parameter o im Verfahren des steilsten Abstiegs
kann durch den Ausdruck

(r®) r )

= Tar® Ry

(5.49)

berechnet werden.

Beweis. Durch Einsetzen erhalten wir (unter Weglassen der Indizes k)

F(z+ar) = 3(A(z + ar),z + ar) — (x + ar,b) (5.50)
o2
= 1(Az,z) + a(Az,r) + 7(147“, r) — (z,b) — a(r,b). (5.51)
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Dieser Ausdruck lasst sich nun leicht ableiten:

L P(z+ar) = (Az,r) + a(Ar,r) — (b,7), (5.52)
= a(Ar,r) — (r,7) (5.53)
L F(a+ ar) = (Ar,7). (5.54)

Da A s.p.d sehen wir, dass eine Nullstelle der ersten Ableitung nur ein Minimum
sein kann. Nullsetzen der ersten Ableitung ergibt die behauptete Formel. O

5.3.5 Lemma: Fiir den Fehler e®) = z — z(¥) im Verfahren des steilsten
Abstiegs gilt

<Ae(k+1),r(k)> —0, (5.55)

der Fehler nach einem Schritt ist also beziiglich des A-Skalarprodukts
orthogonal zum Residuum des vorigen Schritts,

<€<k+1>7 r<k>>A —0 (5.56)

und z(*t1) ist die orthogonale Projektion von z auf den von r(¥) aufge-
spannten Raum.

Beweis. Zunéchst bemerken wir:

kD) _ (k)

al + ar®) = rFD — () _ ) Ap(R) (5.57)

und rF+1) = Ae(k+1) | Ays

(k) (k)
1) 0\ — (0 0\ ) )
<r )T >7<7" )T > <Ar(k),r(’f)><Ar )T >70 (5.58)
folgt damit die Orthogonalitét. O

5.3.6 Lemma (Kantorowitsch-Ungleichung): Fiir eine symmetrisch
positiv definite Matrix A € R™*™ mit minimalen und maximalen Eigen-
werten Apin und Apax. Dann gilt

<Al’,$><A_1.’E,{E> < ()\max + Amin)2

<J), iL'>2 - 4)\min)\max

(5.59)
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5.3.7 Satz: Fiir den Fehler e®) = 2 — () des Verfahrens des steilsten
Abstiegs gilt die Abschitzung

le® ][4 < olle™]| (5.60)
mit
Amax — Amin  conda(A) — 1
= = 5.61
)\max - )\min COHdg (A) + 1 ( )
_ 2 —2

Das Verfahren ist eine Kontraktion und konvergiert mit jedem Startwert
z(© € R" gegen die Losung z = A~ 'b.

5.3.8 Definition: Das cg-Verfahren (Verfahren der konjugierten Gra-
dianten, conjugate gradient method) berechnet zu einer symmetrisch po-
sitiv definiten Matrix A € R™*", einer rechten Seite b € R™ und einem
Startvektor #(?) € R” eine Folge {z(*)} nach folgender Vorschrift:

1. Initialisierung:
O =p— Az©® (5.63)
pO = 1© (cg0)
2. Tteration: fiir k = 0,1,... berechne falls p*) #£ 0

(r®), r®))

ok = W (cgl)

2B — ) 4 g (E) (ce2)

rFD — () _ o Ap(*) (cg3)
(r(k+D) p(k 1))

Br = W (cgd)

pHD D) 4 (k) (ceb)
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5.3.9 Lemma: Sei k gewshlt so dass pU) # 0 fiir j < k. Dann gilt fiir
die Vektoren des cg-Verfahrens

r®) =p— Az® £ 0 (5.64)

<r(k) p(j)> =0 0<ji<k (cg-ol)

< (k) k>> < *) > (cg-02)

<Ap<f> <’€>> 0<j<k (cg-03)

<r(]) r(k)> 0<j<k (cg-04)

Beweis. Fiir k = 0 sind diese Beziehungen offensichtlich erfiillt, einige, weil sie
leere Bedingungen sind. Wir nehmen nun also an, dass sie fiir k£ bewiesen sind
und schlieRen auf k+ 1. Zuniichst ist oy, wohldefiniert, da p(*) £ 0 und A positiv
definit. Es gilt

b— Az*+D = p — A(x® + agp®) = ) — qp Ap*) = D) (5.65)

und damit der erste Teil von (5.64) bewiesen. Bleibt zu zeigen, dass r*) # 0.
Fiir £ = 0 wiirde dies nach (cg0) bedeuten, dass p(© =0, was der Annahme
widerspricht. Fiir k& > 0 ergiibe sich aus (cg5) p*) = Br_1p*~ und damit der
Widerspruch

0< <Ap(k),p(k)> = ,Bk_1<Ap<k*1>,p<k>> —o. (5.66)

Nun beweisen wir (cg-ol): nach (cgl), (cg3) und (cg-02) gilt

<T<k+1>7p<k)> < )~ adp® p >> (5.67)
= () - () o
=0. (5.69)

Direkter folgt aus (cg-ol) und (cg-03) fiir j < k
<T(k+1>7p<j)> — <T<k>7p<j>> _ a<Ap<k>’p<j>> —0. (5.70)

Zum Beweis von (cg-02) bemerken wir zunéchst, dass 8 wohldefiniert ist, da
k) £ 0. Nun gilt, da wir (cg-01) schon bewiesen haben

<r(k+1)7p(k+1)> _ <T(k+1)7r(k+1)> -~ ﬂk<T(k+l)’p(k)> _ <T(k+1)’r(k+1)>.
(5.71)
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Nun zum Beweis von (cg-03). Nach (cgh) ist
<p<k+1),Ap(j>> — <T<k+1>7Ap<j>> _ ,@k<p<k>,Ap<i>>. (5.72)
Fiir den ersten Term nutzen wir (cg3) und 16sen nach ApU) auf:
apApW) = @) —pU+D — 50) — 5. U= _pU+D L gp() —i gy (5.73)
Fir j < k ist <p(k), Ap(j)> = 0 und nach bereits fiir £ 4+ 1 bewiesenem (cg-o1)

<T(k+1)7Ap(j)> - <r(k+1),y> —0. (5.74)

Es bleibt der Beweis fiir j = k, der die bereits fiir k£ + 1 bewiesenen (cg-ol)
und (cg-02) mit den Definitionen von «ay und Sy verbindet:

ak<p(k+1),Ap(k)> :<r(k+1>,p<k) — Bj_apkD) — plktD) 5jp<k:>> (5.75)

+and (o, 40" (5.76)
= — (rH D) B (p®), Ap®) ) (5.77)
_ <7~(k)’ r(k)> <T(k+1)7 T(k+1)> ® ©
a <p(’€)7 Ap(k)> <T(k), T(k)> <p , Ap > (5.78)

_ <r(k+1)’r(k+1)>. (5:79)

Zum Beweis von (cg-o4) 1osen wir (cg5) nach 7() auf und erhalten

<r(j),T<k+1>> _ <p<j> _ 5j71p<j—1>,r(k+1)> —0. (5.80)

5.3.10 Korollar: Der Fall p(*) = 0 tritt genau dann ein, wenn z(*)
die Losung des Gleichungssystems ist. Damit ist das Verfahren in jedem
Punkt auler der Losung durchfithrbar.

5.3.11 Korollar: Der Parameter «j des cg-Verfahrens ist so gewéhlt,
dass

ay = argminF(x(k) + ozp(k)). (5.81)
a>0
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5.3.12 Korollar: Die Suchrichtungen p\¥) fiir j = 1,...,k — 1 des cg-
Verfahrens bilden eine A-orthogonale (auch konjugiert genannte) Basis
des sogenannten Krylov-Raums

Ki(A,7®) = span{r®, Ar) 42O Ak=1.01 (5.82)

Der Fehler e(*) ist A-orthogonal zu Kj, und z(*) ist die Bestapproximation
von z in (9 4K, bzgl. der A-Norm. Das Verfahren bricht nach spétestens
n Schritten mit der exakten Losung ab.

5.3.13 Satz: Fiir den Fehler des cg-Verfahrens gilt beziiglich der Eigen-
werte \; der Matrix A die Optimalitatseigenschaft

le®™]la = min max|p(A)[le®]|a (583)
pEP i

p(0)=1

Beweis. Fiir den Krylov-Raum der Dimension & gilt

Ki(A, ) = span{r(o), Ar©® A2 O ,Akilr(o)} (5.84)
= span{Ae(O), A%e0) 430 Ake(o)}. (5.85)

Daher kann jeder Vektor y € Kj(A, () mit einem Polynom ¢ € Pj_; darge-
stellt werden als

Yy = q(A)r(O) = Aq(A)e(O). (5.86)

Nach den Rekursionsformeln fiir 7(*+1) und p(*+1) folgt, dass beide in Ky (A, 7(9))
liegen. Seien nun qq, . . . g, die Polynome, so dass pl/) = Ag; (A)e®. Dann gilt

e =z — 20 —qgp® = O — g54e® = (I — apAgo(A))e®
(5.87)

e — g — 2 —app® = ) 0y Agi(A)e® = (T — oy Agi(A))e™.
(5.88)

Daher gilt dann:

k
et = Q(A)e”,  Q(z) = [](1 — wwar()). (5.89)
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Wir sehen, dass @ € Py1 und Q(0) = 1. Nun benutzen wir die Spektraldarstel-
lung

€@ =S i, A4® =3 A, (5.90)
1=1 =1

wobei A\; > 0 die Eigenwerte von A mit zugehorigen orthonormalen Eigenvek-
toren v’ sind. Es gilt dann

et 1) — ZQ()\i)mvi. (5.91)
i=1

Damit reduziert sich jede Komponente um den Faktor Q()\;) und dich schlech-
teste um max|@Q(\;)|. Es gilt damit auch

e V% =DM} (5.92)
i=1
< max|Q(\)| D A} (5.93)
! i=1
= m§X|Q(/\i)|||6(O)||?4- (5.94)
O

5.3.14 Lemma: Unter allen Polynomen p € P,, aus der Menge

K ={pel, | max [p(a)| =1} (5.95)

ist das Tschebyscheff-Polynom T;, dasjenige, das aufserhalb des Intervalls
[—1,1] am schnellsten wéchst, also

|T(x)| > p(x) Vpe K, Vz|>1. (5.96)

Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich zu Satz 3.1.23. Wir fithren ihn fir z > 1,
wo gilt T),(z) > 0. Sei p € K mit |p(y)| > T, (y) for some y > 1. Dann gilt mit
v = T,(y)/B(y) und p(z) = p(z)v, dass die Differenz q(z) = p(z) — Tn(z) € Py,
in y eine Nullstelle hat. Ferner gilt

max [p(z)| =7 <1 (5.97)

z€[—1,1]

In den n + 1 Tschebyscheff-Abszissen Z; € [—1,1] hat damit ¢(z) alternierendes
Vorzeichen, und nach dem Zwischenwertsatz n Nullstellen im Intervall (—1,1).
Damit hat es insgesamt n 4+ 1 Nullstellen und es gilt ¢ = 0, woraus folgt p = T,,
und, da bereits |[p||;j0,1] = 1 gilt, auch p = p. O
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5.3.15 Korollar: Sei [a, b] ein Intervall und 0 < a. Dann 16st das Poly-
nom

To(z) = (5.98)
a+b
. (22)
die Minimierungsaufgabe
T,(z) = argmin max |p(z)|. (5.99)
peP,, x€[a,b]
p(0)=1
Es gilt
~ a+b\\ "
T, =T 1
max (7,0 = (7 (577 ) (5.100)

5.3.16 Satz: Der Fehler des cg-Verfahrens geniigt der Abschétzung

k

(k) <9 COndz(A) -1 (0) 5.101

el <2 (VR ) 1e¥la (a0
2

Beweis. Fiir die Tschebyscheff-Polynome gilt die Darstellung

7, =L ((:c — /2= 1)k + (a:+ Vz? = 1)k) . lzl>1 (5.102)

2
Es gilt
Amax + Amin ~ conds(A) +1
= . 5.103
Amax — Amin ~ condg(A) — 1 ( )
Einsetzen in (5.100) mit a = Apin und b = A\pax ergibt
conda(A) +1
T, (| —————— | = 5.104
F (condg(A) -1 ( )
O

5.4 Abbruchkriterien
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