IWR — Universitit Heidelberg Abgabe: 10.7.2013
Prof. Dr. Guido Kanschat

Ubung Nr. 12
zur Vorlesung Numerik I, Sommer 2013

Aufgabe 12.1: Spektrum der Differenzenmatrizen Wir betrachten nun die einzelnen Anteile der Systemmatrix
fiir die RWA

—pu”(t) + q(t)u'(t) + r(Hu(t) = f(),  t€(a,D)

mit p = 1und ¢(¢t) = 1.

Das Intervall [0, 1] sei dazu in n 4 1 Teilintervalle geteilt und es gelte t;, = hk mit h = ”Jlrl und k£ = 1,...,n+ 1. Verifizieren
Sie die folgenden (z. T. trivialen) Aussagen:

(a) Die ,Diffusionsmatrix*, die aus der Diskretisierung von —u” mit dem Differenzenoperator 2. Ordnung A7 resultiert hat
die n Eigenpaare

sin(kh)
M= (1 kh *) = | si kh k=1
k_ﬁ< — cos(khm)), w'" = | sin(ikhm) |, =1,...,n
sin(nkh)

(b) Die ,,Advektionsmatrix*“ zur Diskretisierung von u’ mit dem Riickwirtsdifferenzenquotienten A; hat den einzigen Ei-
genwert A = 7 mit dem einzigen Eigenvektor w = (0, ...,0,1)7.

(¢) Die ,Massenmatrix“ zur Diskretisierung des Operators (¢)u mit einer stetigen Funktion r hat die Eigenpaare

/\kzr(tk), w® = €k, k=1,...,n.

Aufgabe 12.2: Numerische Diffusion Wir diskretisieren die RWA

mit Hilfe des Riickwirtsdifferenzenoperators auf einer Unterteilung der Schrittweite h = n%_l wie in der vorigen Aufgabe.

(a) Zeigen Sie durch Taylorentwicklung, dass der Konsistenzfehler von der Ordnung eins in A ist.

(b) Zeigen Sie ebenso, dass diese Diskretisierung konsistent von Ordnung zwei ist, wenn sie auf die Gleichung

_gu"(t) +u/(t) + r(t)u(t) = f(t)

angewandt wird, dass also die Diskretisierung eine Gleichung mit kiinstlicher Diffusion mit Diffusionskoeffizient h/2
16st.

(c) Ein Kollege behauptet, er konne mit Riickwiirtsdifferenzen auf Unterteilungen der Schrittweite h = 1/100 Advektions-
Diffusionsaufgaben mit Diffusionsparameter ¢ = 10~ 16sen. Was halten Sie von dieser Aussage?



Aufgabe 12.3: Finite-Elemente-Matrizen Das Intervall [a, b] sei in n Teilintervalle Ij, = [tx_1, )] der Linge h =
b:—)“ unterteilt. Auf dem Teilintervall I, finden wir die beiden linearen Ansatzfunktionen

tp —t t—tp—1
Yr—1(t) = T or(t) = -

(a) Berechnen Sie die “lokale Steifigkeitsmatrix” Ay ausgehenden von (n+1) x (n+ 1) Nullmatrizen in denen die Eintréigen
(s = [ el o
Iy

firi,j € {k — 1, k} gesetzt werden.

(b) Bauen Sie fiir den konkreten Fall n = 5 die gesamte Steifigkeitsmatrix A = Y ', Ay, auf.

Jede Aufgabe 5 Punkte.



