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Verzeichnis der Abkiirzungen

AWA Anfangswertaufgabe, s. Definition

BDF Backward differencing formula, s. Beispiel 4.3 auf Seite 27|
DGL Differentialgleichung

LMM Lineare Mehrschrittmethode, s. Definition
RKV Runge-Kutta-Verfahren
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Kapitel 6

Randwertaufgaben

6.1 Ableitung der Lésung von AWA nach den Start-
werten

Bemerkung 6.1. Im Sinne linearer Storungstheorie beschaftigt sich dieser Ab-
schnitt mit der Ableitung der Losung u(t) der AWA (T5), aber nicht nach dem
Argument t, sondern nach den Startwerten. Deswegen werden wir jetzt die Losung
u = u(t;s) der AWA

u'(t;s) = %u(t; s) = f(t, u(t; 5)) (61)
u(to;s) = s0

mit zwei Argumenten schreiben, namlich der eigentlichen Zeitvariablen t und dem
Startwert s.

Einen wesentlichen Beitrag zu dieser Analyse werden Losungen der Variations-
gleichung spielen, die wir hier definieren:

Definition 6.2. Die Variationsgleichung zur DGL (T.3) ist die lineare DGL
Y =V, f(tu(t)Y (6.2a)

fir d x d-Matrizen Y. Hierbei ist u eine Losung der Gleichung und V,f(t, u)
ist die Matrix der Ableitungen von f beziiglich der Komponentnen von u. Die
Losung von AWA zu dieser Gleichung mit

Y(to) =T (6.2b)

bezeichnen wir als Fundamentalmatrix und notieren Y(t; ty).
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Anmerkung 6.3. Die Matrix Y in der obigen Definition lasst sich auch spalten-
weise lesen. Dann ist jede Spalte eine vektorwertige Funktion ¢(t) und lést die
AWA

4 o(t) = V,f(t, u(t)) (1),
<p([)(to) = e;.

Hilfssatz 6.4. Fiir Fundamentalmatrizen zu beliebigen reellen Zahlen r,s,t gilt
die Beziehung

Y(r;t) = Y(t;s)Y(s;r). (6.3)
Beweis. Dies folgt aus der Definition als Losung von AWA und der Tatsache, dass
sich die Losungen linearer AWA linear kombinieren lassen. O

Bemerkung 6.5. Wenn die urspriingliche DGL linear ist, also f(t, u) = A(t)u mit
einer d x d-Matrix A, dann qilt V,f(t, u) = A(t) und somit lost die Fundamental-
matrix ebenfalls die DGL

Y = A(t)Y.

Satz 6.6 (Konditionierung der AWA). Sei f(t, u) stetig in t und stetig differenzier-
bar in u. Dann gilt fiir die Ableitung u(t;s) der Losung der AWA nach dem
Startwert s die Beziehung

Lu(t;s) = Y(t; to). (6.4)

Beweis. 0

6.2 Einleitung

Definition 6.7. Eine Randwertaufgabe (RWA) ist eine Differentialgleichungsauf-
gabe der Form: finde u :[a, b] — RY, so dass

u'(t) = £(t, u(t) t € (a,b) (6.5a)
r(u(a), u(b)) = 0. (6.5b)

Anmerkung 6.8. Die sehr allgemeine Randbedingung (6.5b) nimmt in der Regel
einfachere Formen an. So ist sie oft linear und kann in der Form

Bou(a) + Byu(b) = g (6.6)

mit d x d-Matrizen B, und B, sowie einem Vektor ¢ € R? notiert werden. Ebenfalls
haufig finden wir den Fall separierter Randbedingungen der Form

ro(u(a)) =0, rp(u(b)) =0, (6.7)
oder

Bau(a) = ga, Byu(b) = gp. (6:8)
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Bemerkung 6.9. Wie oben erwahnt, kann es eine befriedigende Losungstheorie
fir RWA nur in speziellen Féllen geben. Deswegen wenden wir uns nun einer
»eingeschrankten” Losungstheorie zu. Die Fragestellung hier lautet: angenommen,
eine Losung des Problems kann gefunden werden, welche weiteren Bedingungen
sind notig, um zu einer Wohlgestelltheit des Problems im Sinne von Hadamard
(Definition zu kommen. Der Schlissel ist die folgende Definition,
die uns, zumindest nach einer Quantifizierung der Umgebung, die Maglichkeit der
Approximation einer Losung einraumt.

Definition 6.10. Eine Losung u(t) der RWA (6.5) heift lokal eindeutig oder iso-
liert, wenn es keine zweite Losung v(t) der RWA gibt, die beliebig nah an u(t)
liegt. In Formelsprache: es gibt ein € > 0, so dass gilt

tren[a>[<)] lu®) —v(t)|| < e = u(t)=v(t) Vt€&la,b]

Hilfssatz 6.11. Sei f(t, u) stetig in t und stetig differenzierbar in u. Sei ferner
r(x, y) stetig differenzierbar und setz

— al’(X, y) Bb — [‘)r(x, y) . (69)
ox x=u(a),y=u(b) dy

Bq

x=u(a),y=u(b)

Sei u(t) eine stetig differenzierbare Losung der RWA (6.5). Dann gilt fiir die Ablei-
tung der Randbedingung r(u(a), u(b)) nach einem Funktionswert u(t) im Inneren
des Intervalls [a, b]

E(t) = —— "L = B Y(a; t) + By Y(b; t). (6.10)

Beweis. Wir betrachten die Losung u(t; s) der RWA zunéchst als Lésung der AWA
mit Startpunkt ¢

0
au(r;s) = f(T, u(T; s)) u(t) =s.
Dann gilt tautologisch u(a;s) = u(a) und u(b) = u(b;s), da wir wahlen s = u(t).
Wir fithren ja keine neue Funktion ein, sondern nur den neuen Parameter s, nach
dem wir differenzieren wollen. Die Ableitung der Randbedingung l&Rt sich damit
schreiben als

or(u(a),u(b))  dr(u(a;s), u(b;s))
du(t) ds
du(a;s) du(b; s)
" 0s + B Os
= B,Y(a;t)+ B,Y(b; t).

O

"Diese Definition ist konsistent mit der Verwendung der Matrizen B, und By in Gleichung (6.6).
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Satz 6.12. (Lokale Eindeutigkeit) Ist unter den Voraussetzungen von Lemma [6.71]
die Matrix E(t) reguldr fiir ein t € [a, b), so ist sie requldr fiir alle t € [a, b] und
die Losung u(t) ist lokal eindeutig.

Beweis. Sei zunachst E(t) regular. Dann gilt fur v +# t:

E(t) = B,Y(a; 1)+ BpY(b; 1)
=B.Y(a;)Y(t; T) + BpyY(b; t)Y(t; T) = E(t)Y(¢; 1),

wobei der erste Faktor nach Voraussetzung requlér ist, der zweite als Fundamen-
talmatrix einer linearen DGL. Fiir hinreichend kleine Stérungen du von u(t) zu
einem beliebigen Zeitpunkt t gilt dann fir Stérungen or von r(u(a), u(b)):

or(u(a), u(b
or & WM = E(t)du # 0.

Damit muss u(t) also lokal eindeutig sein. O

Nachdem wir nun die lokale Eindeutigkeit der Losung untersucht haben, bleibt
noch die stetige Abhangigkeit von den Daten. Hier interessiert uns insbesonde-
re in Analogie zum differenziellen Stabilitatssatz die Ableitung der Lésung zum
Zeitpunkt t nach Storungen der Werte am Rand. Dazu haben wir:

Satz 6.13 (Konditionierung der RWA). Es gelten die Voraussetzungen von Hilfs-
satz[6.T1|und u(t) sei die Losung der RWA (6.5). Es gelte fiir diese Losung u(a) = x
und u(b) = y. Dann gilt fir Storungen der Randwerte x und y die Beziehung

du(t) du(t)

= E_1 ar
ox (1B dy

= E7'(1)By, (6.11)

Beweis. Wir fihren den Beweis fir die Ableitung nach dem linken Randwert,
da die zweite Gleichung offensichtlich genauso gewonnen wird. Es gilt nach der
Kettenregel

du(t)  du(t) dr(x,y)
ox  or(x,y) Oox

Die zweite Ableitung ist nach (6.9) gerade B,. Fiir die erste bemerken wir, dass
E(t) nach der Definition in Gleichung (6.70) gerade die Ableitung der Umkehrab-
bildung ist. Durch Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen erhalten wir
damit das Resultat. O

Definition 6.14. Eine RWA @ heilt linear, wenn sowohl die rechte Seite f als
auch die Randbedingung linear in u ist. Sie hat die Form: finde u : [a, b] — RY,
so dass

u'(1) = A(t)u(t) + £(1) vt € (a, b) (6.12a)
Byu(a) + Byu(b) = g. (6.12b)
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Korollar 6.15. Die lineare RWA (6.12) besitzt genau dann eine eindeutige Lésung
u(t) fir beliebige Daten f(t) und g, wenn die d x d-Matrix

E(a) = Bs + ByY(b; a)

reguldr ist.

Beweis. Zunachst bemerken wir, dass unter der Annahme an E(a) eine Lésung u(t),
wenn sie existiert, lokal eindeutig ist. Damit ist sie aber auch global eindeutig,
denn gabe es eine zweite Losung v(t), so waren wegen der Linearitat auch alle
Linearkombinationen w(t) = Gu(t) + (1 — O)v(t) Lésungen, was fir & — 0 und
U — 1 der lokalen Eindeutigkeit widerspricht. O

6.3 SchieRBverfahren

Beispiel 6.16. Wir erlautern das SchieBverfahren am einfachen, skalaren Beispiel
u"=—g, u(0)=0, u(1)=0.

Was wir losen konnen ist die AWA
u'=—g, u(0)=0, u'(0)=s.

Letztere hat eine eindeutige Losung u(t;s) fir jeden Startwert s. Nun ist es unsere
Aufgabe, ein s* zu finden, so das u(1;s*) = 0. Mit anderen Worten, wir suchen
eine Nullstelle der Funktion

F(s) =u(1;s).

Dies kann mit einem beliebigen, konvergenten Iterationsverfahren erreicht werden,
z.B. dem Bisektionsverfahren. Besser wéare natiirlich das Newtonverfahren, dafiir
mussen wir aber Ableitungen von F berechnen. Siehe dazu???

Definition 6.17. Das EinfachschieBverfahren fiir die RWA (6.5) lautet wie folgt:
finde einen Startvektor s € RY, so dass die Losung u(t) = u(t;s) der AWA

Qu(t;s) =1f(t,u(t;s)), ula;s)=s

die Randbedingungen erfullt.

Anmerkung 6.18. Die Aufgabe des SchieRverfahrens wird in der Regel mit Hilfe
des Newton-Verfahrens geldst, das uns hilft, eine Nullstelle der Funktion

F(s) = r(s, u(b;s)) (6.13)
zu finden. Fir das Newtonverfahren benétigen wir die partiellen Ableitungen

i/—_(5) = 01r(s, u(b;s)) + 0ar(s, u(b;s)) 9

3, a—Siu(b;s)
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Fir lineare und separierte Randbedingungen nimmt dies die wesentlich lesbarere
Form

d

0
a—S[F(s) = Bys + Bba—S[u(b,s)

an. In beiden Fallen bendtigen wir aber die Matrix W(b) der Ableitungen der

Losung am Punkt b nach den Startwerten, die nach dem differentiellen Stabi-
litdtssatz durch die Losung der linearen AWA

W =V, f(tult;s)W,  Wits) =T

gegeben ist.

4
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