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0 Einleitung

Gegenstand dieser Vorlesung sind numerische Algorithmen zur ndherungsweisen Losung
von gewohnlichen Differentialgleichungen. In der Regel lassen sich fiir die in der Praxis
auftretenden gewohnlichen Differentialgleichungen keine geschlossenen Losungen ange-
ben. Man ist zu ihrer wenigstens niherungsweisen Losung also auf numerische Verfahren
angewiesen. Diese Verfahren ersetzen das kontinuierliche Ausgangsproblem durch ein ,,dis-
kretes“, welches in endlich vielen algebraischen Schritten auf einer Rechenanlage gelost
werden kann.

0.1 Einfiihrung in die Problemstellung

Eine ,gewdhnliche Differentialgleichung® ist eine funktionale Beziehung der Form
F(t,u(t), u'(t) =0

fiir eine Funktion u = u(t) einer (reellen) Variablen ¢ und ihrer Ableitung «'(t). Der
Zusatz ,gewohnlich“ bedeutet, dass die gesuchte Funktion u(¢) nur von einer Variablen
abhéngt. Im Falle v = u(t, s) heifit eine Beziehung der Form

F(t,s, 0w, dsu) =0

mit den partiellen Ableitungen von wu ,partielle Differentialgleichung®. Deren numeri-
sche Behandlung wird hier nur knapp diskutiert und ist einer weiterfithrenden Vorlesung
vorbehalten. Eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

u'(t) = f(t,u(t)) (0.1.1)

wird ,explizit® genannt. Wir werden im Folgenden ausschliellich solche expliziten Glei-
chungen betrachten, da sie den in Anwendungen auftretenden Standardfall darstellen.

Das einfachste Beispiel einer gewohnlichen Differentialgleichung ist
u'(t) =0

mit der allgemeinen Losung u(t) = ¢ (¢ eine beliebige Konstante). Um die Losung ein-
deutig zu machen, muss eine Zusatzbedingung gestellt werden, welche die Konstante ¢
festlegt; z.B. durch Vorgabe eines Funktionswerts (,,Anfangswert®) wu(tg) = ug. Etwas

interessanter ist die Gleichung
u'(t) = u(t)

deren Losung gerade die Exponentalfunktion w(t) = e ist. Diese Differentialgleichung
wird manchmal auch als Definition der Exponentialfunktion verwendet (anstelle der iibli-
chen Definition iiber die Exponentialreihe). Es muss garantiert sein, dass diese Gleichung
genau eine Losung hat. Dazu muss wieder eine Zusatzbedingung gestellt werden, um aus
den unendlich vielen Losungen wu.(t) := ce' gerade die mit ¢ = 1 herauszufiltern. Dies
bewirkt die Anfangsbedingung u(0) = 1. Die resultierende Aufgabe

u'(t)=u(t), t>t=0, u(0)=1, (0.1.2)
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wird ,, Anfangswertaufgabe“ (kurz ,AWA“) genannt. Da in der Differentialgleichung in
(0.1.2) nur die erste Ableitung vorkommt, heifit sie von ,erster Ordnung“. Eine Differen-
tialgleichung ,,zweiter Ordnung* ist

u”(t) = uft)

mit den speziellen Losungen wuy(t) = €' und ws(t) = e~*. Offenbar ist aber auch jede
Funktion der Form u(t) = auy(t)+us(t) fiir reelle «, f Losung. Um die Konstanten «, (3
festzulegen, sind zwei Zusatzbedingungen erforderlich; z.B. die ,,Anfangsbedingungen“
u(ty) = wg,u'(tp) = uy oder sog. ,Randbedingungen® wu(ty) = wug,u(t;) = uy fir zwei
Zeitpunkte ty < t;. Im zweiten Fall heifit die vollstandige Aufgabe

u'(t) = ut), t>to=0, u(0)=ug, u(l)=uy, (0.1.3)
eine ,Randwertaufgabe“ (kurz ,RWA“). Die Anfangswertaufgabe
u"(t) = —u(t), t>t,=0, u(0)=0,u(0)=1,

hat die Losung wu(t) = sin(¢) . Deren Eindeutigkeit wird sich spéter aus einem allgemeinen
Satz ergeben. Durch Einfiihrung der Hilfsfunktion v(¢) := u/(¢) kann diese Gleichung zwei-
ter Ordnung in ein dquivalentes System von zwei Gleichungen erster Ordnung iiberfiihrt
werden:

u'(t) = v(t),
v'(t)
,Aquivalent“ bedeutet hier, dass mit jeder Losung v der Ausgangsgleichung das Paar

{u,v =1’} auch Losung des Systems ist und umgekehrt. Dies ist fiir jede Differentialglei-
chung (oder System von Differentialgleichungen) héherer Ordnung

u™(t) = f(t,u(t), W' (t),. .., u™ V()

I
I~
~~
(e

moglich. In diesem Fall verwendet man die Hilfsfunktionen wuq(t) := u(t), ..., u,(t) =
u™=D(t) , welche dann den Gleichungen
ui (t) = us(t)

U1 (£) = um(t)

u_'m(t) = f(t,ur(t), ..., un(t))

geniigen. Zur kompakteren Schreibweise solcher Systeme verwenden wir im Folgenden
dieselbe Notation (0.1.1) wie fiir skalare Gleichungen, wobei

ua (t) filt; u(t))

u(t) = : , ft,x) = :
Um(t) fm(t, u(uw))
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Vektoren sind. Die jeweilige Bedeutung dieser Notation, Skalar oder Vektor, ergibt sich
dann aus dem Zusammenhang. Die allgemeine, hier betrachtete AWA (erster Ordnung)
in d Dimensionen hat also die Form

u'(t) = f(tu(t)), t>0, wu(ty) = ue. (0.1.4)

AWAn dieser Art weisen ein sehr differenziertes Losungsverhalten auf; dies soll anhand
von einigen einfachen Beispielen erldutert werden. Die lineare Differentialgleichung

u'(t) =t u(t)

enthélt den bei ¢t = 0 singuldren Koeffizienten ¢~!. Dennoch hat sie die ,glatte* Losung
u(t) = t. Die rechte Seite der nichtlineare Differentialgleichung

u/(t) = tu(t)™"

wird fiir u(t) — 0 singulér; sie besitzt dennoch eine ,globale®, d. h. fiir alle t € R
definierte, Losung u(t) = (14 t?)'/2. Die nichtlineare Differentialgleichung

u'(t) = u(t)”

hat die bei ¢t = 1 singuliire, d. h. nur ,lokale“, Losung u(t) = (1 —¢)~!. Wenn bereits
so einfache Gleichungen solch verschiedenes Losungsverhalten aufweisen, wird das bei
komplexeren Systemen aus realen Anwendungen erst recht der Fall sein.

0.2 Beispiele von gewohnlichen Differentialgleichungen

Die folgenden Beispiele aus verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen vermitteln einen Ein-
druck von der Vielfalt der auftretenden Probleme.

1. Astrophysik (Zweikorperproblem)

Gefragt ist nach der Bewegung zweier astronomischer Kérper im gegenseitigen Schwere-
feld. Sie werden dabei als Punktmassen beschrieben. Das Koordinatensystem der Ebene
R? sei so gelegt, dal der Ursprung (0,0) in dem einen Korper liegt. Die Position des
zweiten Korpers ist dann eine Funktion der Zeit mit Koordinatenfunktionen, (x(t),y(t)),
welche nach dem Newtonschen Gesetz dem folgenden System von Gleichungen geniigen:

20 = —awe, V0 = —m(®), ) = Ve R (025)

Die ,, Anfangsbedingungen” sind z.B. (0 <e < 1):

z(0)=1-¢c, 2(0)=0, y0)=0, y(0)=r(1+e)/(1-e).

Fiir diese AWA existieren periodische Losungen mit der Periode w = 2x/~. Thr Orbit ist
eine Ellipse mit Exzentrizitit ¢ und einem Brennpunkt in (0,0).
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2. Biologie (Populationsmodell)

Die zeitliche Entwicklung einer Population von Fiichsen, f(t), und Kaninchen, r(t), wird
unter den vereinfachenden Annahmen eines unbeschrinkten Futtervorrats fiir Kaninchen
und der Kaninchen als einziger Nahrung fiir die Fiichse, durch das folgende sog. ,, Volterra-
Modell” beschrieben:

2r(t) —ar(@)f(t), r(0)=ro,
f(t)z —f(&) +ar@)f@), f(0)= fo

Im Falle o > 0 dezimieren die Fiichse die Kaninchen mit einer Rate proportional zum
Produkt der Individuenzahlen und vermehren sich selbst mit derselben Rate. Fiir o« =0
besteht keine Wechselwirkung zwischen Kaninchenpopulation und Fiichsepopulation, und
die Losung ist

f(t) = foe™" (Aussterben)

2t

r(t) = roe (Explosion).

3. Raumfahrt (Landemanéver der Apollo-Raumkapsel)

Die Flugbahn der Apollo-Raumkapsel beim Wiedereintritt in die Erdatmosphére liegt in
einer Groflkreisebene. Thre Bewegung ist beschrieben durch die folgenden Grofien:

v(t) Tangentialgeschwindigkeit
~(t) Bahnneigungswinkel
h(t) Hohe iiber Erdoberfliche

£(t) = h(t)/R, R Erdradius

p, Cu, Ca, g, S, m Konstanten

Flugbahn

Die Variablen v,~,¢ geniigen den Differentialgleichungen

’U/(t) _ _SPCWU(t>2 Sln7(t)

om T v e
S0, weos(t)  cosy(t)
70 = S O Ry i a o)
€(t) = olt)sin (1)

mit vorgegebenen Anfangswerte v(0), v(0), £(0). Die freien Parameter Cy und C4 sind
so anzupassen, dass nach einer Zeitspanne 7T fiir die Losung (7)) = 0 ist.
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4. Chemie (Reaktionsdynamik)

In einem Gefafl befinden sich drei Chemikalien A;, i = 1,2, 3, mit Konzentrationen ¢;(t),
welche wechselseitig miteinander reagieren mit Reaktionsraten £;:

A B Ay, Ay AR A A 24, A

Bei Vorgabe der Anfangskonzentrationen ¢;(0) ist die zeitliche Entwicklung von ¢; be-
stimmt durch die Differentialgleichungen:

Cll(t) = —k‘lcl (t) + k’QCQ(t)Cg(t),
C/2<t> = ]{7101 (t) — kgCg(t)Cg(t) — kgCQ(t)2,
Cg(t) = k’gCQ(t)2.

5. Elastostatik (Balkenbiegung)

Ein an einer Seite eingespannter Balken sei einer gleichférmigen Belastung b vertikal zu
seiner Achse und einer axialen Belastung p am freien Ende ausgesetzt.

<

b

Wand

Balken

8
|
h
8
I
(@)

Bei Annahme eines (linearen) elastischen Materialverhaltens und , kleiner” Auslenkungen
ist die Durchbiegung y = y(z) des Balkens beschrieben als Losung der ,,Randwertaufga-

be77
b
Ey"(z) = py(z) — 5:52, 0<z<L ¢(L)=0, y(0)=0.

6. Lozenz-System (Chaotisches Verhalten)

Der Physiker E.N. Lozenz hat 1963 das folgende System von gewo6hnlichen Differentialglei-
chungen angegeben, um die Unmoglichkeit einer Langzeitwettervorhersage zu illustrieren:

2 (t) = —ox(t) + oy(t),

y'(t) = rx(t) —y(t) — z(t)2(¢), (0.2.6)
2'(t) = 2(t)y(t) — bz(t),
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mit den Anfangswerten xzy = 1, yo = 0, 2o = 0. Tatséichlich hat er dieses System durch
mehrere stark vereinfachende Annahmen aus den Grundgleichungen der Strémungsme-
chanik, den sog. Navier-Stokes-Gleichungen, welche u.a. auch die Luftstromungen in der
Erdatmosphére beschreiben, abgeleitet. Fiir die Parameterwerte

o=10, b=8/3, r=28,

besitzt dieses sog. ,,Lorenz-System” eine eindeutige Losung, die aber extrem sensitiv ge-
geniiber Storungen der Anfangsdaten ist. Kleine Stérungen in diesen werden z.B. iiber das
verhéltnisméBig kurze Zeitintervall I = [0, 25] bereits mit einem Faktor = 10% verstérkt.
Die zuverldssige numerische Losung dieses Problems fiir Zeiten ¢ > 25 erschien daher
seinerzeit praktisch unmoglich und stellt auch heute noch ein hartes Problem dar. Im
Bild sind zwei Approximationen der Losungstrajektorie iiber das Zeitintervall I = [0, 25]
dargestellt, wie sie mit verschiedenen Verfahren berechnet worden sind. Das linke Ergeb-
nis ist das korrekte und das rechte das durch numerische Fehler verfélschte. Man erkennt
zwei Zentren im R, um welche der Losungspunkt (z(t), y(t), z(t)) mit fortlaufender Zeit
kreist, wobei gelegentlich ein Wechsel von dem einen Orbit in den anderen erfolgt. Die
genaue numerische Erfassung dieser Umschléige ist duflerst schwierig.

Abbildung 1: Losungstrajektorie fiir das Lorenz-System

0.3 Losungsmethoden

Bei den Anfangswertaufgaben ist die Losung ausgehend vom Anfangswert durch Vor-
wirtsintegration der Differentialgleichung explizit bestimmbar, wéhrend sie bei Rand-
wertaufgaben nur implizit bestimmt ist. Dieser signifikante Unterschied bewirkt, dass es
fiir die beiden Problemtypen keine einheitliche Losungstheorie gibt, wobei die fiir Rand-
wertaufgaben die schwierigere ist. Entsprechend unterscheiden sich auch die zugehérigen
numerischen Methoden ganz wesentlich. Der Schwerpunkt dieser Vorlesung liegt zunéchst
auf den Néaherungsverfahren fiir ,, Anfangswertaufgaben”; Verfahren fiir ,,Randwertauf-
gaben” werden danach hauptséchlich als Vorbereitung auf die numerische Losung von
partiellen Differentialgleichungen diskutiert. Wir skizzieren im folgenden einige einfache
Losungsansitze fiir Anfangswertaufgaben (erster Ordnung), auf denen die meisten prak-
tisch relevanten Verfahren basieren.
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Methode der sukzessiven Approximation:

Jede Losung w: I = [tg,to + 1] — R der (skalaren) Anfangswertaufgabe
u'(t) = f(t,u(t), t>0, wu(ty) = up, (0.3.7)

geniigt automatisch der Integralgleichung (,,Fixpunktgleichung*)

u(t) = up + /tt f(s,u(s))ds, tel. (0.3.8)

Dies legt eine Fizpunktiteration zur Approximation von w(t) nahe. Ausgehend von dem
Startwert u® = v, werden Funktionen u* (t), k > 1 erzeugt durch die Iteration

F(t) = ug +/t f(s,u*"1(s)) ds. (0.3.9)

Die Konvergenz dieser Iteration (und damit auch die Losbarkeit der Integralgleichung
(0.3.8)) ist durch den Banachschen Fixpunktsatz sichergestellt, wenn die Abbildung

—u0+/fsv

eine Kontraktion auf dem Banach-Raum C([I) ist. Wenn die Funktion f(¢,-) Lipschitz-
stetig ist, entnehmen wir der Abschitzung

to+T

mxlgfe) ~ glw)] < [ maxf(s.0) = flsw)lds < LT mx]o -~ wl,
to

dass dies der Fall ist fiir 7' < 1/L. Einfache Anfangswertaufgaben lassen sich mit dieser

Methode quasi per Hand losen; fiir kompliziertere, insbesondere grofie Systeme, ist sie

jedoch in der Regel zu ineffizient.

Methode der Taylor-Entwicklung:

Unter der Annahme, dass die Losung u der Anfangswertaufgabe analytisch ist, ldsst sich
u(to + 1) in eine Taylor-Reihe entwickeln gemés

0 k k
to + T Z ]{j_ t(] = Ug + TZ Ll (k 1 (to, U(]) (0310)
k=0

mit den k-ten totalen Zeitableitungen f®*)(t,2) von f(t,u(t)), welche mit Hilfe der Ket-
tenregel zu bestimmen sind; z.B.: f(t,2) = (f/ + f.f)(t, ), was sich wie folgt ergibt:

FO ) = filt ut)) + fo(tu()d(8) = fi(t,ut)) + fo(t, u(®) 't ult)).

Durch Abschneiden dieser Reihe bei k& = m erhélt man ein numerisches Verfahren (sog.
» Taylor-Methode”) zur Berechnung des Funktionswerts wu(to+ 7'). Im allgemeinen ist die
Berechnung der Ableitungen f®)(ty,uo) zu teuer, so dass dieser Losungsansatz kaum
praktikabel ist.
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Methode der finiten Differenzen:

Beim einfachsten Differenzenverfahren werden Naherungen vy, ~ u(t,) auf einem endli-
chen Punktgitter des Intervalls I, tg <t < .. <t, <..<ty=ty+ T, mit Gitterweiten
h, =t, — t,_1 berechnet z.B. durch die rekursive Beziehung

Yn = Yn—1 + hnf(tn—la yn—l)a n > ]-7 Yo = Uop- (0311)

Dieses Verfahren wird ,,Eulersche Polygonzugmethode” (oder ,explizites Euler-Schema”)
genannt, da hierdurch ein approximierender Polygonzug erzeugt wird:

y(t) = Yp—1t+ (t — tn—l)f(tn—h yn—1)7 te [tn—la tn] (0312)

Beim Eulerschen Polygonzugverfahren wird der neue Wert y, aus dem ,alten” 1y, 1
einfach durch Auswerten der rechten Seite f(¢,_1,y,—1) gewonnen; daher die Bezeichnung
»explizites” Verfahren. Ein analog gebautes ,implizites” Verfahren (das sog. ,implizite
Euler-Schema”) erhédlt man durch

Yn — hnf(tm yn) =Un-1, N = 1 Yo = Ug. (0.3.13)

Hierbei muss zur Berechnung von y,, aus y,_; im allg. ein nichtlineares Gleichungssystem
gelost werden. Fiir beide Verfahren, ,explizites” und ,,implizites” Euler-Schema, werden
wir spater Konvergenzabschétzungen der Form

max lyn — u(ty)] < (T, u)h, (0.3.14)
mit h := max, h, zeigen. Der Aufwand zur Durchfithrung des expliziten Euler-Verfahrens
ist (bei gleicher Genauigkeit) meist deutlich geringer als bei seinem impliziten Gegenstiick.
Es stellt sich also die Frage nach dessen praktischer Relevanz. Tatséchlich spielen implizi-
te Verfahren nur in speziellen Situationen eine Rolle (Stichwort ,steife” Probleme), wenn
explizite Schemata aus Griinden der numerischen Stabilitdt gar nicht verwendet wer-
den konnen. Fiir die {iblichen praktischen Bediirfnisse ist die Giite der einfachen Euler-
Schemata viel zu gering, doch erlaubt das diesem Differenzenansatz zugrunde liegende
Prinzip die Konstruktion von dhnlich einfachen, aber wesentlich genaueren Verfahren.

Galerkin-Methoden:

Ausgangspunkt ist eine sog. ,variationelle“ Formulierung der Anfangswertaufgabe. Dazu
wird die Differentialgleichung mit einer sog. , Testfunktion® ¢ multipliziert und dann
tiber das Losungsintervall I = [tg,to + T] integriert:

/I ' (t)p(t) dt = /I Ftu(t)p(t) dt. (0.3.15)

Eine Beziehung dieser Art ldsst sich sinnvoll fiir jede stetige und stickweise stetig dif-
ferenzierbare Funktion u formulieren. Der Vektorraum all dieser Funktionen sei mit V'
bezeichnet. Dabei bedeutet hier stickweise, dass die Differenzierbarkeit nur bis auf endlich



0.4 Prinzipien der Verfahrensanalyse 9

viele mogliche Ausnahmestellen in [ gefordert wird. Das linke Integral ist dann entspre-
chend auch stickweise, d.h. als Summe von Teilintegralen, zu verstehen. Wir werden spéter
sehen, dass jede Funktion u, welche der Anfangsbedingung u(ty) = ug und der integralen
Beziehung fiir jede Testfunktion ¢ geniigt, auch Losung der Anfangswertaufgabe ist.

Die sog. ,,(stetige) Galerkin-Methode® bestimmt nun eine Ndherungslosung u;, in einem
endlich dimensionalen Teilraum (,,Ansatzraum®) V,, C V' durch die Vorschriften uy(ty) =
ug und

[%@%@ﬁzzﬂmmm%wm, (0.3.16)

fiir beliebiges ), € W). Dabei ist der diskrete ,, Testraum® W), in der Regel anders als V},
zu wahlen. Ein einfaches Beispiel erhéilt man etwa durch Wahl einer endlichen Zerlegung
des Intervalls I gemif to <t; < .. <t, <..<ty=tyg+ T und der Setzung

Vh = {'Uh I —-R: Vp € C[I], Uh(tn_1,tn] € Pl, n = 1, ...,N}a
Wh = {Sph : [ — R: ‘Ph|(tn,1,tn} c P(), n = 1, ,N}

Da die Testfunktionen nur stiickweise stetig zu sein brauchen, kann man die integrale
Bestimmungsgleichung offensicht auf jedes einzelne Teilintervall [t,_1,t,] einschrinken,

tn tn

un(tn) — un(tu_r) = / Wy dt = [ F(tun(t)) dt, (0.3.17)

tn—1 tn—1

d.h.: Auch das Galerkin-Verfahren ist wie das Differenzenverfahren ein sog. ,,Zeitschritt-
verfahren® bestehend aus einzelnen Zeitschritten uy,(t,_1) — up(t,). Bei Auswertung des
Integrals auf der rechten Seite mit der Trapezregel ergibt sich das Differenzenschema

Yn — Yn—1 = %hn(.f(tna yn) + f(tn—b yn—l)) (0318)

fiir die Werte y,, 1= uy(t,,) . Dieses implizite Differenzenverfahren wird ,, Trapez-Verfahren”
genannt. Es hat offensichtlich denselben Aufwand wie das implizite Euler-Verfahren. Al-
lerdings ist es von hoherer Genauigkeit, denn wir werden eine Konvergenzabschétzung der
Form

max lup (t) — u(t)| < (T, u)h?, (0.3.19)

€

zeigen mit h := max, h, . Alternativ zu den stiickweise polynomialen Ansétzen kénnte
man beim Galerkin-Verfahren auch globale, orthogonale Legendre-Polynome oder trigo-
nometrische Funktionen verwenden. Dies ist bei Anfangswertaufgaben aber wegen der
globalen Kopplung aller Zeitlevel zu aufwendig.

0.4 Prinzipien der Verfahrensanalyse

Ziel dieser Vorlesung ist u. a. die Entwicklung von Kriterien zur Leistungsbeurteilung der
verschiedenen Losungsverfahren. Dazu gehoren die Fragen nach der ,,Konvergenz“ der
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Diskretisierungen z.B. fiir kleiner werdende Schrittweite beim Differenzenverfahren, ihrer
,Konvergenzordnung* gemessen etwa in Potenzen dieser Schrittweite, ihrer , numerischen
Stabilitdt“ bei Rechnungen iiber lingere Zeitintervalle und schliefilich die zuverlissige
,Kontrolle des Fehlers“ wihrend der laufenden Rechnung und die effektive ,,Schrittwei-
tenwahl .

Man unterscheidet zwischen a priori und a posteriori Fehleranalyse. Bei ersterer wird
der Verfahrensfehler vor der Rechnung, d.h. a priori, in Termen des Diskretisierungspara-
meters h abgeschitzt. Dabei treten Konstanten c(u) auf, in denen héhere Ableitungen
der (unbekannten) Losung eingehen:

t)—y" < c(u)h™.
Iﬁ%W() y"| < c(u)

Derartige Fehlerabschétzungen geben in der Regel nur Informationen iiber das asympto-
tische Verhalten des Fehlers fiir h — 0, erlauben aber keine brauchbaren quantitativen
Aussagen tiber die tatsiachliche Grofle des Fehlers. Insbesondere lassen sich auf dieser Ba-
sis nur schwer verlédssliche Kriterien fiir die geeignete Wahl der Schrittweite h ableiten.
Die a posteriori Fehlerabschiatzung basiert auf der bereits berechneten Naherungslosung
y", d.h. deren ,Residuum” r(y") bzgl. der Differentialgleichung (oder dem ,, Abschneide-
fehler” 7™ ), und benotigt keinerlei Informationen iiber die exakte Losung:

t)—y" < m)!.
%g§W() yl_ngﬁ%ﬂﬂy)H

Eine solche Abschétzung ist zwar leicht auswertbar, liefert aber keine a priori Aussagen
iiber die zu erwartende Konvergenz des Verfahrens. Dafiir lassen sich damit neben ei-
ner quantitativen Kontrolle des aktuellen Fehlers auch effektive Strategien zur Wahl der
Diskretisierungsschrittweiten h, angeben.

0.5 Ausblick auf partielle Differentialgleichungen

Die einfachsten Reprisentanten der verschiedenen Grundtypen (linearer) partieller Diffe-
rentialgleichungen in zwei Dimensionen sind die sog. ,, Transportgleichung®

Ou + cOpu =0, (0.5.20)
die sog. ,, Warmeleitungsgleichung*

o — ad*u =0, (0.5.21)
und die sog. ,,Laplace-Gleichung“ (oder auch ,,Poisson-Gleichung*)

—u—Oju=f. (0.5.22)

Dabei sind 0; = 0/0t sowie 0, = 0/0x, 0, = 0/0y die partiellen Ableitungen in Rich-
tung der Zeit bzw. der einzelnen Ortsrichtungen. Die Transportgleichung gehort zur Klasse
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der , hyperbolischen“ Gleichungen, die Warmeleitungsgleichung zur Klasse der ,,paraboli-
schen“ Gleichungen und die Laplace-Gleichung zur Klasse der ,elliptischen“ Gleichungen.
Sie werden je nach Anwendungssituation noch durch Anfangsbedingungen bei t = 0
bzw. Randbedingungen erginzt. Fiir diese partiellen Differentialgleichungen kénnen ana-
log zu der Vorgehensweise bei Anfangs- und Randwertaufgaben gewohnlicher Differen-
tiagleichungen verschiedene Diskretisierungsverfahren angegeben werden. Deren Analyse
erweist sich hier aber selbst fiir lineare Probleme als wesentlich schwieriger und verlangt
ein tieferes Verstédndnis der zugrunde liegenden kontinuierlichen Probleme. Dazu kommt
noch die in der Regel deutlich hohere Dimension der durch Diskretisierung partieller Dif-
ferentialgleichungen entstehenden algebraischen Gleichungssysteme. Diese erfordern lei-
stungsfiahige, meist iterative Losungsalgorithmen.
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1 Aus der Theorie der Anfangswertaufgaben

1.1 Existenzsatze

1.1.1 Existenz von Lésungen

Wir betrachten im folgenden allgemeine Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung in der (expliziten) Form

W) = ft,ult)). (1.1.1)

mit Vektorfunktionen wu(t) = (ui(t),...,uq(t))" und f(t,z) = (fi(t,2),..., falt,2))" .
Ausgehend von einem Anfangspunkt (to,u) € R xR? werden Losungen u(t) auf einem
s Zeit“-Intervall I = [tg,tg + T] oder auch I = [ty — Tty + 1] gesucht mit u(ty) = wuo.
Die Funktion f(¢,z) sei auf einem Zylinder

D=1xQcR'xR?

des (t, z)-Raumes, welcher den Punkt (¢, ug) enthélt, definiert und dort stetig. Weiterhin
werden die Standardnotationen fiir das euklidische Skalarprodukt und Norm

d
(x>y)zzxzyza ||[L’|| = (1’71')1/2, xvyERda
i=1
sowie fiir die zugehorige natiirliche Matrizennorm || A|| = sup{||Az| : = € R4, ||z| = 1},
fir A € R4 verwendet. Ableitungen werden wie folgt bezeichnet:
du(t) af (t, z) of (t,x)
!/ _ / — ? . = ’
u (t) - dt ) ft(ta ZIZ') at ) azf(twf) axz :

Unter einer ,, Anfangswertaufgabe“ (kurz , AWA*) wollen wir folgende Problemstellung
verstehen:

Definition 1.1: Zu einem gegebenen Punkt (to,ug) € D ist eine (stetig) differenzierbare
Funktion u: I — R? gesucht mit den Eigenschaften:

1. Graph(u) := {(t,u(t)),t € I} C D,
2. u'(t) = f(tu(t)),

3. U(to) = Ug -

tel,

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist eine stetige Funk-
tion u: I — R? genau dann Losung der AWA, wenn Graph(u) C D ist, und wenn sie
die folgende . Integralgleichung® erfiillt

u(t) = ug + /ttf(s,u(s))ds, tel. (1.1.2)

13
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Bemerkung 1.1: Die Integralgleichung (1.1.2) ist ein Spezialfall einer sog. ., Volterra-
schen! Integralgleichung®

u(t) = g(t) —I—/ k(t,s,u(s))ds, tE€ [ty,t1], (1.1.3)

to

mit gegebener , Inhomogenitat“ ¢(¢) und ,Integralkern® k(¢,s,z). Ist die obere Integra-
tionsgrenze fest gegeben,

u(t) :g(t)+/1k(t, s,u(s))ds, t€ [to,t],

to

spricht man von einer ,, Fredholmschen? Integralgleichung®.

Wir rekapitulieren die folgenden Bezeichnungen: Eine Differentialgleichung (oder ein
System von solchen) (1.1.1) wird ,,autonom® genannt, wenn die Funktion f(¢, ) nicht
explizit von der Zeit abhéngt, d.h.: f(¢,x) = f(x). Sie heifit ,separiert”, wenn f(¢,x) =
a(t)g(z), und ,linear*, wenn

F(t.x) = At)z + b(t)

mit Matrizen- und Vektorfunktionen A(-), A(t) € R4 bzw. b(-), b(t) € R?. Beispiel
einer autonomen Gleichung ist «/(t) = u(t)?, und die Gleichung «'(t) = qu(t) + 1 ist
linear. Die lineare Gleichung heiflt ,homogen*, wenn b =0 ist.

Eine allgemeine Aussage iiber die lokale Existenz von Losungen der AWA macht der

folgende fundamentale Satz von Peano®:

Satz 1.1 (Existenzsatz von Peano): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf dem (d+1)-
dimensionalen Zylinder

D={(t,z) eR" xR¥: |t —to| < o, ||z — uo|| < B}.

Dann ezistiert eine Losung u(t) der AWA auf dem Intervall I := [to — T, to + T, wobei

T := min (a, %), M = (g)aexD | f(t,z)].

Beweis: Zum Beweis konstruieren wir mit Hilfe einer ,,Differenzenmethode® eine Folge
von stiickweise linearen Funktionen, welche eine Teilfolge besitzt, die (gleichméBig) gegen
eine Losung der AWA konvergiert. O.B.d.A. gentigt es, das Halbintervall I = [to, ¢y + T

Vito Volterra (1860-1940): italienischer Mathematiker; Prof. in Pisa, Turin und Rom; Beitrige zur
Analysis, Differential- und Integralgleichungen, zu Problemen der mathematischen Physik und Biologie.

2Erik Ivar Fredholm (1866-1927): schwedischer Mathematiker; Prof. in Stockholm; Beitriige zur Ana-
lysis, Integralgleichungen, Potentialtheorie und Spektraltheorie.

3Guiseppe Peano (1858-1932): italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitriige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Viter der Mathematischen Logik
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zu betrachten. Mit einem Schrittweitenparameter h > 0(h — 0) wird eine dquidistante
Unterteilung des Intervalls I gewéhlt:

ly<...<tph<...<ty=to+T, h=l|t,—1ty1].

Ausgehend von ul := uy erzeugt dann das sog. ,, Eulersche Polygonzugverfahren® Werte
ul durch die sukzessive Vorschrift

up =up oy +hf(t g, uy ), n>1. (1.1.4)

Diese diskreten Funktionswerte werden linear interpoliert zu einem stetigen Polygonzug:
() =l (=t ) [t )t SE<t,.

(i) Wir zeigen zunichst, dass diese Konstruktion durchfithrbar ist, d.h.: Graph(u") C D.
Sei (t,u"(t)) € D fiir ty <t <t,_,. Nach Konstruktion gilt dann fiir ¢ € [t;_1, ;]

k-1
() = uo = u(t) —uf_y + Y {uf =i}
i=1

k—1

= (t—te) (e, uf ) + 0 Y ftioy,uly)

i=1
und folglich
[ (t) — wol| < (t = tye1) M + (tyy — to) M = (t —to) M < .
Also ist (t,u"(t)) € D fiir 0 <t < ;. Durch Induktion folgt Graph(u”) C D.

(i) Wir zeigen als niichstes, dass die Funktionenfamilie {u”}~o gleichgradig stetig ist.
Seien dazu t,t' € I, ¥’ <t, beliebig mit ¢ € [t;_1,t], t' € [tj_1,t;,] fiir gewisse t; < t;.
Im Fall t,t/ S [tk—latk] (d h.: j= k‘) ist
ut () = u"(t) = wi_y + (= ter) f(teor, 0" (1)) — wiy — (' = teo) f(teor, w"(ti-1))
= (t — ') f (ter, u"(te-1))

und somit [[u”(t) — u ()| < M|t —#'|. Im Fall ¢; < t;, ist

k-1
u"(t) — ul(t') = u(t) —up_, + Z{U? —ul  y A —ut ()
i=j
k-1
= (t — tp—1) f(thor, up_y) + B Z Fltimy,ul ) 4 (t— — ) f (-1, uly)
i=j
k-1
= (t = ty—1) f(thor, up_y) + B Z fltimn,ul ) + (h+to — ) f (-1, ul )
i—j+1

und folglich
lu(#) = w ()| < M{(t = tir) + (temr = 15) + (8 — )} < M|t — ']
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Also ist die Familie {u”},~¢ gleichgradig stetig (sogar gleichgradig Lipschitz-stetig). Fer-
ner sind die Funktionen u" wegen der gemeinsamen Anfangswerte u”(ty) = wug auch
gleichméfig beschrankt:

lu" @O < l[u"(t) = woll + lluoll < MT + |luoll,  t € [to, to+T].

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (s. Kapitel 4 im Skriptum Analysis 1) existiert dann
eine Nullfolge (h;);en und eine stetige Funktion u auf I, so dass

max |u(t) —u(t)|| =0 (i — 00). (1.1.5)

Da der Zylinder D abgeschlossen ist, ist dann auch Graph(u) C D.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass die Limesfunktion u der Integralgleichung (1.1.2) geniigt.
Fiir t € [tj_1,tx] C I setzen wir u(t) := u"(t). Fiir jedes i gilt zuniichst

u'(t) = up_y + (6 — tp1) f(tro1, up_y)
= Uj_y+ (tpo1 — tr—2) f(too2, uf_o) + (t — ti—1) f(trer, ufy_y)

k
= ug + Z(tj —ti_1) f(tj-1, U§—1) + (t = tie) f(ter, ufy_y)
=1

k

koot . t .

= up + f(tj—1,u’_q) ds+ fth—1,up_q)ds
koot . .

:uo—l—Z/ {f(tj_l,u;_l)—f(s,ul(s))}ds
j=17ti—1

+/t. {f(tk_l,ui_l)—f(s,ui(s))}ds+/t f(s,u'(s))ds.

Auf der kompakten Menge D ist die stetige Funktion f(¢,z) auch gleichméfBig stetig.
Ferner sind die Funktionen der Folge (u');cn gleichgradig stetig. Zu beliebig gegebenen
e >0 gibt es also §,&' > 0, so dass fiir |t —¢| <6 und ||z —2'|| <& gilt:

[u'(t) —u' ()| <€ (I f(ta) = f(E, )] <e
Fiir hinreichend grofies 7 > 7., d.h. hinreichend kleines h;, folgt damit

max || f(ti_1, u'(tie1)) — f(s,u'(s))|| <e, k=1,...,N.

SE€[tk—1,tk]
Dies ergibt
t
u'(t) — up — / f(s,u'(s))ds| < e|t — tol.
to
Die gleichmiiiige Konvergenz u® — u auf I impliziert auch die gleichméiBige Konvergenz

Fe'() = fCoul) (i — oo).
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Im Limes 7 — oo ergibt sich damit

‘Mﬂ—uo—L:ﬂ&u@»dsgaﬁ—mL

Wegen der beliebigen Wahl von ¢ folgt, dass die Limesfunktion u die Integralgleichung
(1.1.2) 16st, was zu zeigen war. Q.E.D.

Wenn die AWA hochstens eine Losung u auf I hat, erschlieft man durch ein Wi-
derspruchsargument, dass fiir jede Nullfolge des Schrittweitenparameters h die vom Eu-
lerschen Polygonzugverfahren gelieferte Folge (u"), fiir h — 0 gegen u konvergiert
(Ubungsaufgabe).

Der Beweis von Satz 1.1 zeigt, dass das Existenzintervall I = [ty — Tty + 1] der
durch den Existenzsatz von Peano gelieferten lokalen Losung im wesentlichen nur von den
Stetigkeitseigenschaften der Funktion f(¢,2) abhéngt. Durch wiederholte Anwendung
dieses Argumentes ergibt sich die folgende Aussage.

Satz 1.2 (Fortsetzungssatz): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf einem abgeschlos-
senen Bereich D des R! x RY, welcher den Punkt (ty,ug) enthdlt, und sei u eine
Lésung der AWA auf einem Intervall I = [ty —T,to+ T]. Dann ist die lokale Losung u
nach rechts und links tiber jeden Zeitpunkt hinaus auf ein ,maximales“ FExistenzintervall
Inax = (to—Ti, to+T*) (stetig differenzierbar) fortsetzbar, solange der Graph von u nicht
an den Rand von D stofst. Dabei kann Graph(u) := {(t,u(t)),t € Inax} unbeschrinkt
sein sowohl fiir t — to + 1% = oo als auch fir t — ty+T* < cc.

Beweis: O.B.d.A. wird nur die Fortsetzbarkeit der lokalen Losung auf das rechtsseitige
Intervall [to, to+1™) betrachtet. Anwendung des Existenzsatzes von Peano liefert zunéchst
die Existenz einer Losung u® der AWA auf einem Anfangsintervall [to,t], t; := to + To
der Lange

TQ = min(ao,ﬁo/Mo).

Dabei héngt Tq iiber die Konstanten «q, By nur von der Schranke M, fiir die Funktion
f(t,x) auf dem Zylinderbereich
Zo:={(t,x) € D, |t —to| < aw, ||z — uo|| < Bo}

ab. Wenn (¢, u(t;)) nicht auf dem Rand 0D liegt, kann ausgehend von ¢; und dem
Anfangswert w; = u(t;) der Satz von Peano erneut angewendet werden und liefert die

Existenz einer Losung u! dieser AWA auf einem Intervall [ti,ts], to :=t; +7T; der Linge
Ty := min(oy, 1/M;) . Dabei ist M; eine Schranke fur f(¢,z) auf dem Zylinderbereich

Zyi={(t,2) € D, |t —to| <o, o —wi < B}

Die so gewonnenen Losungsstiicke u°, u! ergeben zusammengesetzt eine stetige und we-
gen der Stetigkeit von f(f,x) sogar eine stetig differenzierbare Funktion u(t) auf dem
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Intervall [to,to + Tp 4+ T1]; im Ubergangspunkt ¢, gilt fiir die rechts- bzw. linksseitigen
Ableitungen:
u’(t) = f(t,u'(t)) = f(t,u' (t)) = u"'(tr).

Nach Konstruktion ist u daher (lokale) Losung der AWA. Dieser Prozess lisst sich of-
fensichtlich fortsetzen, solange der Graph der Loésung nicht an den Rand von D stofit.
Dabei kann es nicht passieren, dass die gewonnene Folge (tx,u(tr)) € D eine Teilfolge
hat, welche gegen einen inneren Punkt (¢,,z.) von D konvergiert, denn dann kénnte
man fiir diesen Punkt als Startpunkt wieder den Satz von Peano anwenden und so das
Existenzintervall der Losung iiber den Zeitpunkt £, hinaus erweitern. Q.E.D.

Korollar 1.1 (Globale Existenz): Sei die Funktion f(t,x) in der AWA auf ganz R x
R? definiert und stetig. Besteht dann fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte ,lokale*
Lésung u(t) eine Abschitzung der Form

lu@®)| < B@1), telfto—Tto+T], (1.1.6)

mit einer festen stetigen Funktion 0 : R — R, so ldsst sich u zu einer ,globalen® Léisung
auf ganz R fortsetzen.

Beweis: Wegen der Schranke (1.1.6) fiir alle moglichen lokalen Losungen kann keine von
diesen auf einem beschriankten Zeitintervall einen unbeschrankten Graphen haben. Also
impliziert der Fortsetzungssatz die Existenz einer globalen Losung. Q.E.D.

Beispiel 1.1: Die skalare AWA
u'(t) = sin(u(t)),t >0, u(0) =0, (1.1.7)

besitzt nach dem Satz von Peano lokale Losungen. Fiir jede solche Losung gilt dann
t
WGHSIM®W+/iHm@@DMBSY%W+t
0
Nach Korollar 1.1 sind diese Losungen also alle global auf R fortsetzbar.

Beispiel 1.2: Die skalare AWA
u'(t) =ut)?,t>0, wu(0)=0, (1.1.8)
besitzt fiir beliebiges ¢ > 0 eine Losung der Form

0 . 0<t<c

uc(t)—{ [%(t—c)}?’/2 , c<t.

Das Eulersche Polygonzugverfahren liefert fiir alle ¢ > 0 die Losung u.(t) = 0. Die
anderen (iiberabzdhlbar vielen!) Losungen konnen also so nicht approximiert werden.
Wird die Anfangsbedingung aber in u(0) = 1 abgeéndert, ergibt sich die Losung

u(t) = (2t +1)"2

Dass dies wirklich die einzige Losung ist, werden wir weiter unten sehen.
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Beispiel 1.3: Die AWA
u'(t) =u(t)?, 0<t<1l, wu(0)=1, (1.1.9)

besitzt eine (lokale) Losung der Form u(t) = (1 —¢)~'. Obwohl f(t,z) = 2? eine glatte
Funktion ist, wird die Losung u(t) fiir ¢ — 1 singuldr. Dagegen hat die skalare AWA

1
'(t) = —200tu(t)®, t>-3 3=
(0 w(tP, 123 u(-3)= =,
die auf ganz R existierende Losung
1
)= ———
) = T 1008

welche auch eindeutig bestimmt ist. Dies zeigt wieder, wie unterschiedlich das Losungs-
verhalten von sehr dhnlich aussehenden AWAn sein kann.
Beispiel 1.4: Das skalare ,Modellproblem*
u(t) = u(t), t>0, u(0)=uy (\eC),
hat die globale (eindeutige) Losung u(t) = upeM mit dem asymptotischen Verhalten
Re)X <0: tlilglo|u(t)\ =0, ReA=0: |u(t)]=u|, ReA>0: tlir£10|u(t)\ = 00.

Beispiel 1.5: Die Leistungsfihigkeit des Satzes von Peano in Verbindung mit dem Fort-
setzungssatz sieht man z. B. anhand der stark nichtlinearen d-dimensionalen AWA

d
u'(t) = e MO T sin(ui(t)), £ >0, u(0) = uo. (1.1.10)

Der Definitionsbereich der zugehorigen Funktion f(t,z) = e~ 171 T]%_ sin(z;) ist der ganze
R! x R?, und die Funktion f ist auf diesem gleichméBig beschrinkt. Folglich existiert
(mindestens) eine Losung u auf ganz R, was anhand der Form der Differentialgleichung
nicht so einfach direkt zu sehen ist.

Aus der Integralgleichungsdarstellung (1.1.2) ergibt sich unmittelbar die folgende Aus-
sage iiber die Regularitédt von Losungen der AWA.

Satz 1.3 (Regularitétssatz): Sei u eine Lisung der AWA in Definition 1.1 auf dem
Intervall I. Im Falle f € C™(D), fir ein m > 1, ist dann u € C™(I).

Beweis: Aus der Beziehung

u(t) = ug —I—/t f(s,u(s))ds, tel,

fiir die lokale Losung u der AWA entnehmen wir, dass « im Falle f € C'(D) zweimal
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

u'(t) = dof (t, u(t)) = Ouf (t, u(t)) + Vo f(t, u(t)) - ' (2).
Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments folgt dann die Richtigkeit der Behaup-
tung fir m > 1. Q.E.D.
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1.1.2 Konstruktion von Lésungen

In einfachen Féllen kann man Losungen einer Differentialgleichung systematisch konstru-
ieren. Wir diskutieren hier zwei der Standardmethoden.

(A) Methode der ,,Trennung der Variablen*

Wir betrachten die ,,separable” Differentialgleichung

u'(t) = f(tu(t)) = a(t)g(u(t)),

bei in der rechten Seite die Variablen ¢ und wu separiert auftreten. Sei w eine Losung.
Im Fall g(u(t)) # 0 gilt dann

/t: g?z;((z))) ds = /t : a(s) ds.

Mit Hilfe der Variablensubstitution z := u(s) im linken Integral ergibt sich

— azZ = als)as.
ug g(Z) to

Hieraus 1a8t sich in konkreten Fillen haufig eine Losung u(t) berechnen. Z.B. ergibt sich
fiir die Differentialgleichung

durch den Ansatz
ul®) L@ 1 1
t—ty = —dz=—=| =———

22 zlug  wg  u(t)

eine Losung der Form

Diese existiert nicht fiir alle ¢ > t, (Singulariéit bei t =ty + uy '), obwohl die Funktion
f(z) = 2* ein Polynom ist.

(B) Methode der ,,Variation der Konstanten*

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung
u'(t) = a(t)u(t) + b(t), tel:=[ty,to+T] CR, (1.1.11)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R. Die zugehorige ,,homogene® Differentialgleichung

J(t) = alt)u(t), telcCR.

v(t) :=c exp (/tta(s) ds),

0

hat eine Losung der Form
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mit einer freien Konstante ¢ € R, was man direkt nachrechnet. Sei v(t) eine Losung mit
¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der ,,inhomogenen* Differentialgleichung (1.1.11)
wird ¢ als Funktion von ¢ angesetzt und so bestimmt, dass u(t) := ¢(t)v(t) die Diffe-
rentialgleichung erfiillt, d.h.:

u'(t) = c(t)v'(t) + < (H)v(t) = a(t)u(t) + b(t).

Daher wird diese Methode auch ,, Variation der Konstante“ genannt. Wegen c(t)v'(t) =
c(t)a(t)v(t) = a(t)u(t) ergibt sich die Bedingung

¢ (t)o(t) = b(t)

ct) = /tt exp ( - /tT a(s) dS)b(T) dr + 7

0 0

bzw.

mit einer freien Konstante v € R. Damit wird

t

u(t) = exp (/tt a(s) ds) /tt exp ( — /tOT a(s) ds) b(T) dr + yexp (/t a(s) ds).

0 0 0

Durch Wahl der Konstante v = ug kann erreicht werden, dass die Funktion wu(t) einen
gegebenen Anfangswert wu(tg) = up annimmt. Entsprechend schreiben wir

u(t) = exp (/tt a(s) ds) [uo + /tt exp ( — /tT a(s) ds) b(T) dT]. (1.1.12)

0 0 0

Diese Funktion erfiillt dann die lineare Differentialgleichung (1.1.11). Wir werden im Fol-
genden sehen, dass diese Losung durch die Vorgabe eines Anfangswertes u(tg) = ug
eindeutig festgelegt ist. Im einfachsten Fall konstanter Koeffizienten hat die homogene
Differentialgleichung

u'(t) = au(t)

eine Losung der Form u(t) = ce® . Die inhomogene Differentialgleichung
u'(t) = au(t) + b(t)
hat nach dem oben Gezeigten eine Losung der Form

¢
u(t) = e®tt)y, +/ e =7b(1) dr. (1.1.13)

to

Jede dieser Losungen ist, wie wir spéter sehen werden, durch ihren Anfangswert wu(ty) =
ug eindeutig bestimmt.

1.2 Eindeutigkeit und Stabilitit von Lésungen

Wir wenden uns nun den Fragen nach der eindeutigen Bestimmtheit von Losungen sowie
ihrer Stabilitdt zu. Die Wichtigkeit der Kenntnis von Stabilitdt oder Instabilitdt von
Losungen wird durch das Beispiel des Lorenz-Systems illustriert.
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1.2.1 Lokale Stabilitat und Eindeutigkeit

Definition 1.2 (Lipschitz-Bedingung): (i) Die Funktion f(t,x) geniigt auf ihrem De-
finitionsbereich D C RxR? einer (gleichmdipigen) ,Lipschitz-Bedingung®, wenn mit einer
stetigen Funktion L(t) >0 (,L-Konstante®) gilt:

1f(t,2) = ft ) < L@)lle =2, (¢,2),(t,2") € D. (1.2.14)

(i) Die Funktion f(t,x) genigt in D einer ,lokalen® Lipschitzbedingung, wenn f(t,x)
auf jeder beschrinkten Teilmenge von D einer Lipschitz-Bedingung gentigt (mit einer
maglicherweise von dieser Teilmenge abhingigen Lipschitz-Konstante).

Beispiel 1.6: Die Funktion f(t,z) habe auf D stetige partielle Ableitungen nach x,
welche beschrankt sind:

maxd|8jfi(t,x)| <K, (t,x)eD.

1<ij<

Dann ist f Lipschitz-stetig bzgl. x mit der Lipschitz-Konstante L = dK . Zum Beweis
schreiben wir

/ ! d / / ! d / / /
fi(t,x)—fi(t,x):/() Ef,-(t,x%—s(x—x))ds:/o ;ajf,-(t,x+s(x—x))(xj—xj)ds
und finden

/ / : ! / N |12 1/2 /
1F(t2) = Ft )| < o =) S0 / 03 filt, 2" +s(z =) ds| < lle — o) Kd.

i,j=1

Beispiel 1.7: Die Funktion f(t,2) = 2'/3(d = 1) aus Beispiel 1.2 ist auf dem Intervall
I =10,1] in x = 0 nicht Lipschitz-stetig, woraus sich die Mehrdeutigkeit der Losung der
zugehorigen AWA erklart. Fiir die Anfangsbedingung «(0) = 1 ergibt sich dagegen die
Losung u(t) = [2t 4 1]*/?, welche eindeutig ist, da die Funktion f(t,x) = 2" bei z =1
Lipschitz-stetig ist.

Satz 1.4 (Lokaler Stabilitiatssatz): Mit zwei stetigen Funktionen f(t,x) und g(t,x)
auf D seien die beiden AWAnN

u'(t) = f(t,u(t)), tel, wulty) =uop, (1.2.15)
V() =g(t,v(t), tel, wv(ty)=up. (1.2.16)

betrachtet. Die Funktion f(t,x) geniige der Lipschitzbedingung (1.2.14) auf D mit L :=

sup,e; L(t) < oo. Dann gilt fir zwei beliebige Losungen uw wvon (1.2.15) wund v won
(1.2.16)

|u(t) —v(t)|| < ekttt {||u0 — | —I—/ e(s) ds} , tel, (1.2.17)

to

wobei £(t) = sup,eq || f(t,x) = g(t, 2)]|.
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Beweis: Fiir die Differenz e(t) = u(t) — v(t) gilt

e(t) = /t{f(&U(S))—f(s,v(S))}dSﬂL/t{f(&v(S))—g(s,v(S))}deruO—vo.

hieraus folgt
¢ ¢
Je(ll < L [ Nets)lds + [ (s)ds -+ Juo = wol.
to to
d.h.: Die (stetige) Funktion w(t) = ||e(t)|| geniigt einer linearen Integralungleichung.

Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall? (Hilfssatz 1.1) ergibt sich daraus die gewiinschte
Abschétzung. Q.E.D.

Hilfssatz 1.1 (Gronwallsches Lemma): Die stiickweise stetige Funktion w(t) > 0 ge-
niige mit zwetr Konstanten a,b > 0 der Integralungleichung

t
w(t) < a/ w(s)ds+0b, t>t. (1.2.18)
to
Dann gilt die Abschdtzung
w(t) < e®p >, (1.2.19)

Beweis: Fiir die Funktion

P(t) = a/tw(s) ds+b

to
gilt ¢'(t) = aw(t) und somit gemifl Voraussetzung '(t) < ai(t). Dies impliziert

(e 0(0) = e~ (¥/() = av(t)) <0,
d.h.: Die Funktion e~ (t¢) ist monoton fallend. Dies bedeutet, dass
e w(t) < e Mp(t) < P(tg)e ™ =be ™0, t > to,
woraus die behauptete Ungleichung folgt. Q.E.D.

Bemerkung 1.2: Die Abschitzung (1.2.19) im Gronwallschen Lemma la8t verschiedene
Verallgemeinerungen zu. Besteht z.B. eine Beziehung der Form

w(t) < /t a(s)w(s)ds +b(t), t>to,

to

4T. H. Gronwall (Hakon Grénwall) (1877-1932): schwedisch-amerikanischer Mathematiker und Inge-
nieur, zeitweise in Princeton (1913-1914); Beitrige zur komplexen Funktionentheorie, Zahlentheorie und
Differentialgleichungen, aber auch zur physikalischen Chemie.
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mit einer stetigen Funktion a(t) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(t) > 0, so folgt
t

w(t) < exp (/ a(s) ds) b(t), t=>t. (1.2.20)
to

Dazu definieren wir die Hilfsfunktionen

Fiir diese gilt dann
und folglich
a(t)p(t) = a)w(t) — a(t)/ a(s)w(s)ds = ¢'(t) — a(t)e(t).

to

Also ist ¢(t) Losung der linearen AWA

©'(t) = a(t)p(t) +alt)b(t), t>ty, ¢(t)=0.

Durch Nachrechnen verifiziert man, dass

ott) = o] [ at)as] [es[~ [ atraratspuisas.

to to to

Wegen a(s) > 0 und 9(s) < b(t) folgt

(1) < b(t) exp[/tta(s)ds] /tt{ _ %exp[— /:a(r)dr} Lds

0 0 0

< b(t) exp [ / t a(s)ds] —b(t).

to

Das ergibt schliefllich mit der Voraussetzung (1.2.18)

w(t) < @(t) +b(t) < b(t) exp[ / ta(s)ds].

to

Korollar 1.2 (Eindeutigkeitssatz): Der Stabilititssatz zeigt als Nebenprodukt, dass ei-
ne AWA mit Lipschitz-stetiger Funktion f(t,-) hdchstens eine Losung haben kann. Die
durch den FEzistenzsatz von Peano gelieferte lokale Losung ist in diesem Falle also ein-
deutig.

Beweis: Gébe es zwei Losungen « und v, so wiirden diese dieselbe Differentialgleichung
zu denselben Anfangsbedingungen erfiillen. Dies wére dann die Situation des lokalen Sta-
bilitdtssatzes mit ¢(t,z) = f(t,z) und vy = ug. Die Stabilitdtsabschitzung ergibt dann
notwendig u(t) = v(t) fiir alle t € I . Q.E.D.
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Korollar 1.3: Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung d-ter Ordnung der Form
uD(t) = f(t,u(t),. .., u' V1)), (1.2.21)

mit einer stetigen Funktion f : I x R? — R, welche beziiglich der letzten d Argumente
einer lokalen Lipschitz-Bedingung gentigt. Dann existiert fiir jeden Satz von d Werten
Ug, ..., Us_1 € R, genau eine lokale Losung u € Cty —¢e,to+¢| der Gleichung (1.2.21),
welche den Anfangsbedingungen gentigt:

u(ty) = uo, ' (to) = w1, ..., u'"D(to) = ug_y.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den vorangegangenen Resultaten
angewendet auf das zu der Gleichung (1.2.21) d-ter Ordnung &quivalente System 1-ter
Ordnung:

Uy (t) = ua(t)
wy(t) = f(t, ur(t),. .. uq(t)),

wobei wu; :=u, ug :=ul, ... ug:=u"Y . Die zugehérige Vektorfunktion F(t,us,...,uq)
ist offensichtlich stetig und geniigt der Lipschitz-Bedingung. Q.E.D.

Beispiel 1.8: Die Funktion f(t,z) = 2 (d = 1) aus Beispiel 1.3 ist nur ,,lokal* Lipschitz-
stetig, d.h. nur fiir beschrinkte Argumente:

2* — | = |z + y|lz — y| < Llz — y|

mit L = max{|x +y|, x,y € D}. Solange die Losung der zugehorigen AWA existiert, ist
sie jedoch eindeutig.

Beispiel 1.9: Die lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung (harmonischer Oszillator)
u"(t) + ku(t) =0

mit einem festen k € R, besitzt die beiden auf ganz R definierten Losungen u,(t) =
cos(VEkt) und usy(t) = sin(v/kt). Fiir beliebig gegebene ¢y, ¢; € R ist auch die Linear-
kombination u(t) = cous(t) + crus(t) Losung. Wegen u(0) = ¢ und /(0) = ¢;vk ist
u(t) nach Korollar 1.3 die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung zu diesen
Anfangswerten. Die Losung zu den Anfangsdaten ¢y =0 und u/(0) = ¢; ist
1. . (2T
u(t) N sin(Vkt) = Asin ( T t),

d.h. eine Sinusschwingung mit der Schwingungsdauer 7" = 27/vk und der Amplitude
A=c/ vk
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Als Folgerung aus den Sétzen 1.2 und 1.4 erhélt man eine globale Existenzaussage fiir
AWAnN mit ,linear beschrinkter® Nichtlinearitét.

Korollar 1.4 (Globaler Existenzsatz): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf D = R x
RY und geniige mit nicht-negativen, stetigen Funktionen «(t) und ((t) der Wachstums-
bedingung

LF(t o)l < alt) [l + 6@),  (t2) e D. (1.2.22)

Dann besitzt die zugehorige AWA eine ,globale“ Losung. Geniigt f(t,x) dariberhinaus
einer Lipschitz-Bedingung, so ist die Losung eindeutig.

Beweis: Fiir die durch den Peanoschen Satz gelieferte lokale Losung u auf einem Intervall
I = [to,to + T gilt aufgrund der Wachstumsbeschrénkung an f(¢, x)

lu(®)]| < ||uO||+/t {als)llu(s)l| + B(s)}ds, tel.

Mit Hilfe der verallgemeinerten Gronwallschen Ungleichung (1.2.20) folgt die Abschétzung

Jut)] < exp “a(s) ds] { ol + / Bleyds). el

to

d.h.: ||u(t)|| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7" und den Funk-
tionen «(t), 5(t) abhéngigen Schranke. Nach Satz 1.2 148t sich der Graph von w aber bis
zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert « fiir alle ¢ > ty. Die Eindeutigkeitsaus-
sage ergibt sich direkt aus Korollar 1.2. Q.E.D.

Aus Satz 1.4 folgt insbesondere, dass eine (global) L-stetige AWA

Lt )} < 1F @) = f@0) + 1[0 < Lilzll + {1 0)];

eine eindeutige, globale Losung besitzt. Durch Spezialisierung dieser Aussage erhéilt man
die Existenz einer globalen und eindeutigen Losung der allgemeinen linearen AWAn.

Korollar 1.5 (Lineare AWA): Die Matrizfunktion A : [tg,00) — R4 und die Vek-
torfunktion b : [ty,00) — R seien stetig. Dann besitzt die lineare AWA

u'(t) = A(t)u(t) + b(t), t>ty, wulty) = uo, (1.2.23)
eine eindeutige ,globale® Lésung u : [tg, 00) — RY.

Beweis: (i) Fiir die lokale Losung w auf einem Intervall I = [tg,to + T gilt:

lu@)] < HuOHJr/t {IA@Mu() + o)l } ds, tel.
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Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt die Abschétzung

ol < ol [ a6 ds) (Il + [ las}. vert,

d.h.: ||u(t)]| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen A(t), b(t) abhéngigen Schranke. Nach Satz 1.2 148t sich der Graph von wu aber
bis zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert w fiir alle ¢t > t;. Die Eindeutigkeits-
aussage ergibt sich wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(¢,x) := A(t)x + b(t),

1f(tz) = f(E )l = [[AG)z +b(t) — A(D)y — b(&)]] < [[A@D)]] [l = yll,
direkt aus Satz 1.2. Q.E.D.

Der Existenzsatz von Peano zusammen mit dem Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.2
enthilt einen Teil der Aussagen des klassischen Existenzsatzes von Picard®-Lindelsf®, den
wir im Folgenden formulieren.

Satz 1.5 (Existenzsatz von Picard-Lindelof): Die stetige Funktion f : D — R?
gentige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem Paar (tg,ug) € D ein
T >0 und eine Losung u: I = [to — T, to+T] — R der AWA

W) = f(t,ut)), tel=][toto+T], ulty)=ruo. (1.2.24)

Diese lokale Lisung ist eindeutig bestimmit.

Beweis: Wir fithren einen Beweis, der unabhéngig vom Satz von Peano ist und auf dem
Banachschen Fixpunktsatz basiert. Ausgangspunkt ist wieder die zur AWA &quivalente
Integralgleichung

u(t) = up + /t f(s,u(s))ds. (1.2.25)

(i) Es gibt ein 6 > 0, so dass
K:={(t,z) eRxR": [t —to| <9, ||z —uo| <6} C D.
Auf K erfiillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung mit Konstante Ly :
1f(t ) = fE )l < Lellz =yl @ 2), (ty) € K.
Da K kompakt und f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0, so dass

£t 2)| <M, (tz)e€K.

Charles Emile Picard (1856-1941): franzosischer Mathematiker; Prof. in Toulouse und Paris; Beitrige
zu Analysis, Funktionentheorie, Differentialgleichungen und Analytische Geometrie.

6Ernst Leonhard Lindelsf (1870-1946): finnischer Mathematiker; Prof. in Helsinki; Beitrige zu Ana-
lysis, Differentialgleichungen und Funktionentheorie.
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Wir setzen

: o 1
T := min (6,M,E>, IT = [tO—T,t0+T],

und definieren den Vektorrraum V := C[to —T,to + T ; dieser ist versehen mit der Norm
|||oe = maxep,—740+1) [|u(t)| ein Banach-Raum.

(ii) Auf dem Banach-Raum V' definieren wir die Abbildung ¢ : V' — V durch

g(u)(t) :== ug +/t f(s,u(s))ds, telr.

Fiir Funktionen u aus der abgeschlossenen Teilmenge

Vo i={v eV maxo(t) —ul| <6} CV

gilt fiir t € Ip:
t
lg(u)(t) — uoll < / 1/ (s, u(s))[ ds < Mt —to| < MT <,
to

d.h.: Die Abbildung ¢ bildet die Teilmenge Vi, C V in sich ab. Weiter gilt fiir je zwei
Funktionen u,v € V; aufgrund der L-Stetigkeit von f(¢,-):

lg(u)(£) — g(v)()]| < /t 1f (s, u(s)) = f(s,v(s))ll ds
< Lt = tolllu = vllee < Lefju = v]]oc.

Dies impliziert
lg(u) = 9()llse < 5llu — V],

d.h. ¢ ist auf Vy eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ¢ in V
genau einen Fixpunkt u*, d.h.:

u*(t) = g(u™)(t) = wg —i—/t f(s,u*(s))ds, te .

Wegen der Aquivalenz dieser Integralbeziehung zur AWA folgt die Behauptung. Q.E.D.

Die im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof konstruierte Losung u* der Integral-
gleichung (1.2.25) erhélt man durch die im Banach-Raum V = C]I7]| konvergente Fix-
punktiteration (sog. ,sukzessive Approximation*)

uF(t) = uo + /t f(s,u*Y(s))ds, telrp, (1.2.26)

fiir irgendeine Startfunktion u’ € V; . Dieses Iterationsverfahren kann in einfachen Situa-
tionen zur tatséchlichen Berechnung der Losung der AWA verwendet werden.
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Beispiel 1.10: Zur Losung der AWA
u'(t) =14+ut)?, t>0, u(0) =0,
wird die Fixpunktiteration mit der Startfunktion u® = 0 verwendet:
t
uF(t) = / (L4 u*(s)?) ds, t=>0.
0
Wir finden:

t
204 _ 2 7o 44 143
t, u(t)—/0(1+s)d8—t+§t

<
—
—~
~
~—

I
O\w
IS
»

I

IS
w
—~
~+~
~—
I

/Ot(1+82+§t4+ésﬁ)ds:t+§t3+%t5+ét7
u'(t) = /Ot(l + 7+ 25T+ (A4 2)s" + 55+ .. ) ds
=t4+ 30+ 27+ (G + )t + =t +
u’(t) = /Ot(l + 7+ 25T+ (A4 2)s" + 5+ .. ) ds
=t+3t°+ 20+ (g + o)t +.. .
Dies scheint die Taylor-Reihe der Funktion u(t) = tan(f) zu ergeben:

tan(t) =t + 5t + 21" + 47+

Dies ist tatséchlich die (eindeutig bestimmte) Losung der AWA, da

1 cos®(t) + sin®(t)
cos?(t) cos?(t)

tan'(t) = =1+ tan®(t), tan(0) = 0.

Fiir spétere Zwecke benttigen wir noch stéirkere Aussagen iiber die Abhéangigkeit der
Losungen von AWAn von den Anfangswerten als die durch den Stabilitdtssatz garantierte
Stetigkeit.

Satz 1.6 (Differenzielle Stabilitit): Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Ezistenz-
satzes von Peano ezistiere die Funktionalmatriz f.(t,z) = (0;fi(t,x))1<ij<a auf dem
Zylinder D und sei dort stetig. Dann hingt die (eindeutige) Liosung der AWA stetig
differenzierbar vom Anfangswert uo ab. Die Ableitung Dy u(t) = (Qu;(t)/Ouo;)f,_, ist
gegeben als Lisung der linearen Matria-AWA

Doyt (t) = f.(t,u(t)) Dugu(t), t €1, Dyulty) =1. (1.2.27)
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Beweis: Fiir kleine § > 0 betrachten wir die Anfangswerte wus(ty) = ug + de; mit dem
J-ten kartesischen Einheitsvektor e;. Fiir die zugehorigen Losungen us der AWA gilt:

S umu)t) = 67" [ {fs,0)=f(svus)} s

=ej+0" /t (/01 %f(s,u(ﬁ—e(u—u(;)) ds) ds

0

= ¢, +/t: (/Olf;(s,u(;jte(u—u(g))de) 5 N u—us)(s)ds

= ej+/ Bs(s) 0~ (u—us)(s) ds,

to

wobei
Bs(s) ::/0 fo(s,ust+e(u—us))de — fi(s,u(s)) (0 —0).

Zur Abkiirzung setzen wir Asu(t) := 6! (u—us). Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas
ergibt sich wegen |le;|| =1:

t
[Asu(t)]| < exp(/ By(s)ds) < elt=10)

to

Fiir zwei beliebige Werte 0,6’ > 0 und die zugehorigen Losungen ug, ug gilt dann

Asu(t)—Agu(t) = /t Bs(s)Agsu(s) ds — /t By (s)Agu(s)ds

to to
t

= / Bg(S)(Agu(S)—Aglu(S))dS—l—/(Bg(S)—Bgl(S))A(;/U(S)dS,

to to

und mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt weiter

to+T
sup [|Asu(t) —Agu(t)]| < 62LT/ |1Bs(s) =By (s)| ds -
tel to

Nach Voraussetzung ist die Ableitung f7(¢,z) auf kompakten Mengen gleichméBig stetig.
Dies gilt dann auch fiir Bs(s) als Funktion sowohl von s als auch von §. Durch Wahl von
d,¢" hinreichend klein kann daher sup,.; ||[Asu(t)—Agu(t)|| kleiner als jedes beliebig klein
vorgegebene ¢ > 0 gemacht werden. Dies impliziert, dass fiir jede Nullfolge (;);en die
zugehorige Folge von Losungen (Ag,u);eny eine Cauchy-Folge bzgl. der Maximumnorm ist.
Der stetige Limes ist die gesuchte Ableitung D, ju von u nach der j-ten Komponente
up,; des Anfangswerts wu:

max | Agu(t) — Dy su(t)| — 0 (35— 0).

Durch Grenziibergang 6 — 0 in obiger Identitét ergibt sich weiter

t
Dugglt) = 5+ [ Fils.)Duguts) ds,
to
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d.h.: Die Funktion D, ju(t) ist Losung der AWA
Duo,ju/(t) = fg/c(tv u(t>>Du07ju(t)7 t > to, Duo,ju(to) =6

Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle Komponenten wug;,...,upq des Anfangswerts
durch, so erhdlt man eine Matrixfunktion D, u(t) := [Dygau(t),. .., Dy,qu(t)], welche
dann nach Konstruktion Losung der Matrix-Differentialgleichung (1.2.27) ist.  Q.E.D.

1.2.2 Globale Stabilitit

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,globalen* Stabilitit von Losungen von AWAn
zu. Neben der Lipschitz-Bedingung (L) wird dazu noch eine weitere Struktureigenschaft
der Nichtlinearitét f(t,z) benotigt.

Definition 1.3 (Monotone AWA): Die Funktion f(t,xz) geniigt einer ,Monotoniebe-
dingung“, wenn mit einer Konstante A := infycr A(t) > 0 gilt:

—(f(t.2) = fty)z —y) 2 ABllz —ylI*.  (t.2), (t,y) € D. (1.2.28)

Bemerkung 1.3: Die Bedingung (1.2.28) ist eine direkte Verallgemeinerung der skalaren
Eigenschaft monoton fallend fiir vektorwertige Funktionen. Fiir eine skalare Funktion
g(z) ist die Beziehung

—(g(z) —gW) (@ —y) = Mz —yl*, z,yeR,

gleichbedeutend mit
9(x) = 9(y)
r—Yy
bzw. ¢ < —\, wenn g differenzierbar ist. Im Falle einer linearen Vectorfunktion f(¢,x) =
A(t)x + b(t) ist (1.2.28) gleichbedeutend mit der gleichméfBigen negativen Definitheit der
Matrix A(t) auf dem Zeitintervall I. Der einfachste Spezialfall ist die skalare Funktion
f(t,z) = qx, fur die (1.2.28) gerade ¢ < —\ < 0 bedeutet.

< —=A

)

Eine AWA, die einer (lokalen) Lipschitzbedingung bzw. einer Monotoniebedingung
geniigt nennen wir kurz , (lokal) L-stetig® und ,,(stark) monoton®. IThre Losungen haben
besonders starke Stabilitdtseigenschaften.

Definition 1.4 (Exponentielle Stabilitit): Eine globale Lisung u einer AWA wird
Lexponentiell stabil“ genannt, wenn es positive Konstanten 0, o, A gibt, so dass zu jedem
Zeitpunkt t, > to und zu jedem w, € R? mit |w.|]| < & jede (lokale) Lésung v der
gestorten AWA

V() = ftu(t), t>t, v(t) =ul(t.) + w., (1.2.29)
global ist und folgendes gilt:
I(v = w)(B)]| < Aemet=t)

w,|, t>t,. (1.2.30)
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Neben dem Begriff der ,,exponentiellen Stabilitdt findet man in der Literatur noch eine
Reihe anderer (schwécherer) Stabilitdtsdefinitionen, z.B.:  asymptotische* Stabilitét.

Satz 1.7 (Globaler Stabilitdtssatz): Alle Losungen einer (lokal) L-stetigen und (stark)
monotonen AWA sind global und exponentiell stabil mit 6 beliebig und o« =X, A=1.Im
Falle sup,~ || f(t,0)]] < oo sind alle Lisungen gleichmdfig beschrinkt.

Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst die globale Existenz von Losungen. Wegen der angenom-
menen (lokalen) L-Stetigkeit hat die AWA eine eindeutige lokale Losung w :

U,(t) = f(t,u(t)), to S t S t() + T, u(to) = Ug.

Auf derem Existenzintervall erhalten wir durch skalare Multiplikation mit w(t)||u(t)||~*;

(' (8), u(®)[[u@®)] ) = (f(t u®), u@®)u(t)]| ™) =0

bzw.

%HU(t)II = (f(t,u(t)) = f(£,0),u(t) = 0)[u(®)| ™ = (f(£,0), u(®)[u(t)]| .

Ausnutzung der Monotonieeigenschaft ergibt also

o)+ Aol < 1,01 (1.2.31)

und nach Integration iiber [to,1]:

[u(@)]] < uoll +/t 1/ (s, 0)| ds =: g(t).

Die lokale Losung u bleibt also auf jedem Existenzintervall durch die stetige Funktion
g(t) beschrénkt und l&8t sich daher auf ganz [tg, 00) fortsetzen. Mit derselben Argumen-
tation folgt auch die globale Losbarkeit der gestorten AWA.

(ii) Als néchstes zeigen wir die gleichméflige Beschréinktheit der Losung. Dazu multipli-
zieren wir die Ungleichung (1.2.31) mit e**~*) und erhalten

d

2 @] < X2, 0)).

Integration iiber [to,t] ergibt dann

t
N0 < ol + [ (AN, 01
to

und folglich

t
)] € + ma 155, 0) e [ e s,
s€|to,t

to
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Wegen
t
o~ A(t—to) / Als—t0) gg _ %{1 !

to

erhalten wir schlieBllich die gewiinschte Abschiatzung

1
lu@®ll < e uoll + 5 sup [ £(s, 0)lI, ¢ > to. (1.2.32)
s>to

(iii) Wir haben gezeigt, dass sowohl die ungestorte AWA
w(t) = f(tult), t>to, ulto) = uo,
als auch die gestorte AWA
V(t) = ftu(), t=t., o(t.) = u(ts) + ws,

v(t)—u(t). Subtraktion der beiden
|~ ergibt analog wie in (i):

eindeutige, globale Losungen haben. Wir setzen w(t) :=
Gleichungen und skalare Multiplikation mit w(t)|w(¢)

%Ilw(t)ll = (f(t,v(t) = £t u(®), w®) [w@)]| =0

und, unter Ausnutzung der Monotonieeigenschaft,

d
@Ol +Alw®)] < 0.

t—tx

Wir multiplizieren dies mit e**=*) und erhalten

4
dt

X )| <o,

bzw. nach Integration iiber [t,, ],

lw(@)]] < e

will, <t

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 1.4: Die Abschitzung (1.2.32) zeigt, dass bei einer (stark) monotonen AWA
der Einfluss des Anfangswerts wu, exponentiell mit der Zeit abfillt. Auch der sténdige
,Emnergiezufluss* durch eine beschréankte rechte Seite f(t,0) wird durch diese exponenti-
elle ,Dampfung” kompensiert, so dass die Losung nicht beliebig anwachsen kann.

Bemerkung 1.5: Bei Durchsicht des Beweises von Satz 1.7 sieht man, dass die L-Stetigkeit
der Funktion f(¢,x) lediglich zur Sicherstellung der Eindeutigkeit der betrachteten Losun-
gen benotigt wird. Alle anderen Aussagen bleiben auch giiltig, wenn lediglich die Stetigkeit
von f(t,x) gefordert wird.
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Die meisten praktisch relevanten AWAn sind leider nicht von monotonem Typ. Trotz-
dem konnen ihre Losungen durchaus exponentiell stabil in dem etwas schwécheren Sinne
unserer Definition oder auch nur ,asymptotisch stabil“ sein.

Korollar 1.6 (Lineare AWA): Die stetige Matrizfunktion A : [tg, 00) — R4 und die
Vektorfunktion b : [tg,00) — RY seien gleichmdfig negativ definit bzw. beschrinkt. Dann
besitzt die lineare AWA

u'(t) = A(t)u(t) +b(t), t>tg, wulty) = uo, (1.2.33)

eine eindeutige ,globale® Lisung u : [tg,00) — R4, welche beschrinkt und exponentiell
stabil ist.

Beweis: Fiir eine negativ definite Koeffizientenmatrix A(t) geniigt die zugehorige Funk-
tion f(¢,z) der Monotoniebedingung:

mit einer Konstante A\ > 0. Ferner ist

sup |[f(2,0) = sup [[b(£)]| < oo.

te[to,00) tE(to,00)

Satz 1.7 liefert also die Beschréanktheit sowie die exponentielle Stabilitdt der globalen
Losung u der linearen AWA. Q.E.D.

Zum Abschluf3 stellen wir noch den folgenden Satz iiber die Grenzwerte exponentiell
stabiler Losungen fiir ¢ — oo bereit.

Satz 1.8 (Stationére Limiten): Die AWA sei L-stetig und ,autonom®, d.h. f(t,z) =
f(x), und besitze eine Losung wu(t). Ist diese dann exponentiell stabil mit Stabilitdtspa-
rametern 6, «, A, so existiert eine Losung us, der Gleichung f(us) =0, und es giltf

|u(t) — usol| = O(e™)  (t — 00). (1.2.34)

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Losung u(t) gleichméafBig stetig auf
I = [ty,00). Es gibt also ein hy > 0, so dafl fir h < hg stets ||u(t + h) —u(t)|| < J ist.
Die , verschobene* Funktion u"(t) = u(t + h) geniigt ebenfalls der Differentialgleichung
u"(t) = f(u"(t)). Betrachtet man fiir ein beliebiges h < hq die Differenz u(ty + h) — u(to)
als Storung von u(ty) , so folgt aufgrund der exponentiellen Stabilitdt von wu(t)

Ju(t +h) —ut)]| < Ae t)§ = Afe " (t > t,). (1.2.35)
Fiir beliebige n,m € N, n > m, gilt also
n—1
[u(t +nh) — u(t +mh)[| < > |Ju(t + [v+ 1]h) — u(t + vh)|

3 (1.2.36)
< Aée—at Z 6—oc1/h’
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d.h.: (u(t + nh))nen ist Cauchy-Folge fiir jedes t > t,, und es existiert

ul (t) == lim u(t +nh).

Setzt man m = 0 in (1.2.36) und ldsst n — oo, so folgt fiir kleines h:

n—1
. . 1 . 2
luli () — u(t)]| < Ase™ > e < Ade™—— 5 < Ade™ —-. (1.2.37)
v=0

—e—ah — «

Mit n = m + 1 folgt analog u” (t + h) = u (t), d.h.: u” (¢) ist periodisch. Fiihrt man
diesen Konstruktionsprozef fiir zwei verschiedene h; < h (i = 1,2) durch, so sind die sich
ergebenden Limesfunktionen u’_(t) jeweils h;-periodisch und stimmen daher wegen

luse () = w3 DI < Nluge(t) — u(®)]| + [Ju(t) —ud (O] < {i—’;ﬁjui—’g}e—at

notwendig iiberein. Wir kénnen also schreiben u..(t) = u” (¢) fiir alle h < hg. Da h
beliebig klein gewéhlt werden kann, muss u.(t) = us konstant sein. Schlieflich folgt
durch Grenziibergang n — oo in

t+(n+1)h

w(t + [+ 11h) = u(t + nh) +/ CF(uls)) — flus)}ds + hf(us)

t+nh

die Beziehung f(us) = 0. Q.E.D.

Wir haben den vorausgegangenen Satz vor allem bereit gestellt, um fiir spatere Zwecke
folgendes Korollar zur Verfiigung zu haben.

Korollar 1.7 (Monotone Gleichungen): Die nichtlineare Abbildung g(-) : R — R?
sei L-stetig

lg(z) =gl < Lz —yl, zyeR?, (1.2.38)
und strikt monoton im Sinne
(9(x) = g(y)x —y) = llz —yl*, zyeR" (1.2.39)
Dann besitzt die Gleichung
glx)=c (1.2.40)

fiir jede rechte Seite ¢ € R? eine eindeutig bestimmte Losung x € R, d. h.: g ist bijektiv.

Beweis: Wir geben zwei Beweisvarianten. Die erste verwendet das Resultat von Satz 1.8,
wéhrend die zweite davon unabhéngig ist und auf dem Banachschen Fixpunktsatz fufit.

(i) Wir betrachten die autonome AWA

V(t)=c—g(v(t)), t>0, v(0)=0. (1.2.41)
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Nach Konstruktion ist die Abbildung ¢ — g(-) L-stetig und strikt monoton, so dafl gemafl
Satz 1.7 die Losung v(t) von (1.2.41) fiir alle ¢ > 0 existiert und exponentiell stabil ist.
Nach Satz 1.8 existiert dann Z = v, mit ¢ — g(z) = 0. Die Eindeutigkeit dieser Losung
folgt dann direkt aus der strikten Monotonieeigenschaft von g(-).

(ii) Wir betrachten die zur gestellten Gleichung dquivalente Fixpunktgleichung
Gz) =x—0(g(x) —c)=x

mit einem noch geeignet zu wahlendem Parameter 6 > 0. Wir wollen zeigen, dass die
Abbildung G : RY — R? fiir hinreichend kleines 6 eine Kontraktion ist. Dann folgt {iber
den Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunktes 7,
der nach Konstruktion auch Losung der Aufgabe g(z) = c ist. Fiir beliebige z,y € R?
betrachten wir

IG(x) — G(y)|I* = ||z — Og(x) — y + Og(y)||”
= |lz —ylI* = 20(x — y, g(x) — g(v)) + *llg(x) — g(y)|I’
< (1 =290 + L*6?)||z — y]|>.

Fiir jedes 6 € (0,2v/L?) ist also G eine Kontraktion. Q.E.D.

1.3 Homogene lineare Systeme

Im Folgenden betrachten wir ,homogene® lineare Systeme von Differentialgleichungen
u'(t) = A(t)u(t) (1.3.42)

mit stetigen Matrizenfunktionen A : [ty, 00) — R¥*?,

Satz 1.9: (i) Die Menge der Lisungen des ,homogenen d-dimensionalen lineare Diffe-
rentialgleichungssystems

W (t) = At)u(t) (1.3.43)

bildet einen Vektorraum H.
(ii) Zu jeder Basis {ub,i=1,...,d} des R? erhdlt man mit den zugehdrigen Lisungen
der d AWAn

u'(t) = A(t)u', t >t u'(te) = uh, i=1,...,d, (1.3.44)

eine Basis {u',i=1,...,d} dieses Lisungsraums, d.h.: Es ist dim H = d.

(111) Ist {u',i = 1,...,d} eine Basis des Lésungsraums, so bilden fiir jedes t > to die
Vektoren {u®(t),i =1,...,d} eine Basis des R?.
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Beweis: (i) Sei H die Menge der Losungen der homogenen Gleichung (1.3.43). Offenbar
ist die Nullfunktion in H , und jede Linearkombination au+ (v von Funktionen u,v € H
ist wegen

(au+ pv) = au' + B = aA(t)u + BA(t)V = A(t)(au + Bv)
ebenfalls in H . Also ist H ein Vektorraum.

(ii) Sei {ul,i = 1,...,d} eine Basis des R? und {u'} die nach Satz 1.5 eindeutigen
globalen Losungen der AWAn (1.3.44). Gibt es dann Koeffizienten «; € R mit

d

D aul(t) =0, t>t,

i=1

so folgt, da dies auch fiir t = ty gilt, notwendig a; = --- = ag = 0. Die Funktionen
{u',i=1,...,d} sind also linear unabhingig. Umgekehrt kann es nicht mehr als d linear
unabhéngige Funktionen in H geben, denn dann miissten auch deren Anfangswerte linear
unabhéngig sein, was nicht moglich ist. Also ist dim H = d .

(iii) Die Argumentation verlduft analog wie unter (ii). Q.E.D.

Definition 1.5: Fine Basis {¢', ..., 0%} des Lésungsraumes des linearen Differential-
gleichungssystems (1.3.43) etwa zu den Anfangswerten ©'(ty) = €' wird ,,Fundamen-
talsystem® der Gleichung genannt. Die Matriz ® = [¢!, ..., ¢% der Spaltenvektoren
heifst ., ,Fundamentalmatriz® des Systems. Diese ist requlir und geniigt der Matriz-AWA
(komponentenweise zu verstehen)

() = ADD(E), t >ty Dlto) = 1. (1.3.45)

Satz 1.10 (Inhomogene lineare Systeme): Die Matrizfunktion A : [ty,00) — R4
und die Vektorfunktion b : [ty,00) — R? seien stetig. Der Vektorraum der Lisungen der
zugehdrigen homogenen Systems sei mit H bezeichnet. Dann erhdlt man eine partikuldre
Lésung der inhomogenen Gleichung

W () = A(t)ult) + b(t) (1.3.46)

in der Form
up(t) = cp(t)( /t t@(s)_lb(s) ds+c>, (1.3.47)

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Jede andere Losung der inhomogenen Gleichung
hat die Gestalt u(t) = up(t) + v(t) mit einer Funktion v € H . Bei Wahl von ¢ = ug
erfillt u die Anfangsbedingung wuy(to) = ug

Beweis: (i) Wir setzen

t
w::/ O hds+c, o =

to
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Dann gilt fiir w, := ®¢ die Beziehung uj = ®'1p + &', woraus wegen &' = AP folgt:
uy, = ADY + B = Auy + DY’ = Auy + PO b = Auy + .

Also ist u, Losung der inhomogenen Differentialgleichung und fiir ¢ = uy auch Losung
der entsprechenden AWA.

(ii) Sei u eine zweite Losung der inhomogenen Gleichung. Dann erfiillt w := u — wu, die
Beziehung
w =u —uy = Au+b— Auy — b = Aw,

d.h.: Esist we H. Q.E.D.

Bemerkung 1.6: Die Aussagen dieses Abschnitts zeigt, dass zwischen der Theorie der
Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen und der linearer Gleichungssysteme
in R? eine weitgehende Analogie besteht.

Bemerkung 1.7: Die Darstellung

u(t) = @(t)(/t D(3)"b(s) ds + ).

to

der (eindeutigen) Losung der linearen AWA
' (t) = A(t)u(t) + b(t), > to,
entspricht der am Anfang dieses Kapitels fiir skalare lineare AWAn
u'(t) = a(t)u(t) + b(t), t>to,

mit Hilfe der Methode der Variation der Konstante gefundenen Darstellung

t

u(t) = exp (/t: a(s) ds) [/to

Bemerkung 1.8: Fiir lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten

exp ( - /tT a(s) ds) b()dr + uo} :

u'(u) = Aul(t) (1.3.48)

bzw. skalare Gleichungen hoherer Ordnung

d—1

ul(t) =Y " au(t) (1.3.49)

gibt es eine vollstindige Losungstheorie, die sich weitgehend algebraischer Argumente
bedient. Diese hat enge Beziehungen zu den sog. ,,orthogonalen“ Polynomem, welche in
der Numerik eine grofie Rolle spielen (z.B. Gauf-Integration). Aus Platzgriinden wird
diese aber hier nicht dargestellt und stattdessen auf die einschléigige Literatur verwiesen.
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1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Gegeben sei die d-dimensionale Anfangswertaufgabe (AWA)
u'(t) = f(tut), 0<t<T, u(0)=u,

mit einer stetigen Funktion f (¢, x), welche bzgl. des zweiten Arguments x global Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, d.h.:

||f(t7']:)_f(t7y)||SLHx_va x,yERd,te[O,T],

mit irgendeiner Vektornorm || - ||. Man zeige:

a) Die Anfangswertaufgabe ist dquivalent zu der Integralgleichung
t
u(t) = Ku(t) == uo +/ f(s,u(s))ds, 0<t<T,
0

d.h.: Jede Losung u € C[0,T] der Integralgleichung ist automatisch auch in C'[a,b] und
Losung der Anfangswertaufgabe und umgekehrt.

b) Durch die rechte Seite der Integralgleichung ist ein sog. , Integraloperator K : C[0,7T] —
C[0,7T] auf dem Banach-Raum C[0,7] (Vektorraum der auf dem Intervall [0,7] steti-

gen Funktionen versehen mit der ,Maximumnorm® ||v|ls := maxycpn |v(t)|.) in sich

definiert. Dieser ist im Falle 7' < 1/L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz

garantiert folglich die Existenz eines (eindeutig bestimmten) , Fixpunktes® w € C10, T

des Integraloperators, welcher dann auch Losung der AWA ist.

c¢) Als Nebenprodukt des Banachschen Fixpunktsatzes erhélt man auch die gleichméBige
Konvergenz (d.h. Konvergenz in C[0,77]) der sukzessiven Approximation

t
uk(t):uo+/f(s,uk_l(s))ds, 0<t<T, k=12,...,
0

0

¢

etwa fiir die Startfunktion u” = uy . Man gebe hierfiir sog. ,,a priori“ und ,,a posteriori‘
Fehlerabschéitzungen an (siehe etwa Skriptum , Einfithrung in die Numerik®):

Huk - UHOO S F(L7 T7 UO),
|u* — ulloo < G(L, T, u" u*1).
Aufgabe 1.2: In vielen Fillen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses
a(h) —a (h—0), a(h)—a=O0(h"),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes a fiir zwei Werte
h und h/2 die Fehler a(h)—a und a(h/2) —a berechnet und dann die Ordnung « iiber
den formalen Ansatz a(h) —a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:

O ) (’%D
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a) Man rekapituliere die Rechtfertigung dieser Formel und iiberlege, wie man vorgehen
konnte, wenn kein exakter Limes a bekannt ist.

b) Man bestimme die inhdrenten Konvergenzordnungen fiir die folgenden von Funktionen

a(h) abgegriffenen Werte:

h a(h) a(h)
271 | 7.188270827204928 | 8.89271737217539
272 | 7.095485351135761 | 8.971800326329658
273 | 7.047858597600531 | 8.992881146463981
271 | 7.023726226390662 | 8.998220339291473
275 | 7.011579000356371 | 8.999559782988968
276 | 7.005485409034109 | 8.999895247704067
Limes a(0) =17.0 a(0) =9.0

Aufgabe 1.3: Man forme die folgenden Systeme von Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

b) v"(2) —a(z)u"(z) = f(2),
ut(x) + b(x) v(z) = g(),

a) v"(x) —a(x)'(z) = f(2),
u’(x) + b(x) v(z) = g(x),

in dquivalente Systeme erster Ordnung um.

Aufgabe 1.4: Man gebe exakte Losungen fiir die folgenden AWAn an:

a)

(t) = —u(t)?, t>0,
b) —

(t) =u(®)'*, t>0,

Es stellt sich die Frage, ob dies die einzigen Losungen sind. Das dies tatsédchlich der Fall ist,
148t sich mit Hilfe des in der Vorlesung noch herzuleitenden , Stabilitéitssatzes” beweisen.
Wird aber im Beispiel (b) die Anfangsbedingung zu «(0) = 0 geéndert, so besitzt die
zugehorige AWA unendlich viele Losungen. Man verifiziere dies.

u/
u/

Aufgabe 1.5: Der in der Vorlesung skizzierte konstruktive Beweis des Existenzsatzes
von Peano sichert die gleichméfige Konvergenz der , diskreten“ Funktionen wy, (Poly-
gonzugmethode) fiir (mindestens) eine Teilfolge (h;);en gegen eine Losung u der AWA.

a) Man zeige mit Hilfe eines Widerspruchsarguments, dass im Falle der Eindeutigkeit der
Losung der AWA die gesamte ,Folge® der wy,, d.h. jede Teilfolge (up,)ieny mit h; — 0,
gegen diese Losung u konvergiert.
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Bemerkung: Dies entspricht der bekannten Tatsache (Vorlesung Analysis 1), dass be-
schrinkte Zahlenfolgen mit nur einem einzigen Haufungspunkt insgesamt gegen diesen
konvergieren (Folge des Satzes von Bolzano-Weierstraf}).

b) In der Kontrolltheorie hat man es haufig mit AWAn zu tun, bei denen die Funktion
f(t,x) bzgl. des Arguments t (endlich viele) Unstetigkeitsstellen hat. Man begriinde,
dass der Peanosche Existenzssatz sowie der darauf basierende Fortsetzungssatz in diesem
Fall sinngemaf} ihre Giiltigkeit behalten.

Aufgabe 1.6: (Praktische Aufgabe)
Man berechne néherungsweise den Wert w(1) der Losung u(t) = tan(t) der AWA

u'(t) = flu(t) =1+u(t)? t>0, u(0)=0,

mit Hilfe der

(1) ,Methode der sukzessiven Approximation® (mit k hinreichend grof)
t
uF (t) :u0+/ fY(s))ds, 0<t<1, k=1,2,..., u’=0.
0

(2) ,, Taylor-Methode“ (mit Schrittweite H =1 und R hinreichend grof)

R
Hr—l d "
U = Uo+ HY == fO0(W), Uo=0, 7= (2)'F
r=1 ’

(3) Eulerschen , Polygonzugmethode® (mit hinreichend kleiner Schrittweite h:=1/N)
yn—l—l:yn_'_hf(yn); n:07177N7 yOIO

Man vergleiche den jeweils erforderlichen Aufwand zur Erreichung eines relativen Fehlers
von weniger als 107" fiir r = 1,2, 3, 4.

Hinweis: Die Verfahren (1) und (2) kénnen fiir kleines k& bzw. r noch ,,per Hand“ durch-
gefithrt werden. Zur Durchfithrung der Polygonzugmethode (3) schreibe man aber ein
MATLAB-Programm. Mit etwas Mehraufwand kénnen auch die Verfahren (1) und (2)
mit MATLAB realisiert werden (s. Hinweise in den Prisenziibungen). Wer dafiir Ergeiz
und Zeit hat, versuche sich daran.

Aufgabe 1.7: Die Funktion f(t,z): D C R! x R? — R? habe stetige partielle Ablei-
tungen nach dem Argument z, welche beschrinkt sind:
. <
1I§rlygéd|8jfl(t,x)| <K, (t,x)eD,
mit einer Konstante K > 0. Die Definitionsmenge D sei bzgl. der Komponenete z
konvex. Man zeige, dass f dann in der euklidischen Norm Lipschitz-stetig bzgl. x mit der

Lipschitz-Konstante L = dK ist. (Hinweis: Man rekapituliere den im Vorlesungsskriptum
angegebenen Beweis.)
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Aufgabe 1.8: Gegeben sei die lineare AWA (d-dimensionales System)
u'(t) = A(t)u(t) +b(t), t>ty, ulty) =u’,

mit einer stetigen Matrix-Funktion A(-), A(t) € R4 und Vektorfunktion b(-), b(t) €
R?. Nach einem Resultat der Vorlesung hat diese AWA eine eindeutig bestimmte, globale
Losung.

a) Man zeige, dass diese AWA | monoton“ ist (Was heifit das?), wenn die Matrix —A(t)
symmetrisch und gleichméBig fiir ¢ positiv definit ist, d.h.: A(¢) = A(¢)T und

(—A@t)z,2)2 > v]2]3, =R,

mit einer Konstante > 0. Hier bezeichnen (-,-)2 das euklidische Skalarprodukt und
| - ||]2 die euklidische Norm. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte der
Matrizen A(t) negativ und gleichméBig von Null wegbeschrinkt sind.

b) Man begriinde mit den Resultaten der Vorlesung, dass die eindeutige Losung der AWA
dann fiir ¢ — oo gleichméfig beschréankt ist, wenn

sup [|b(t)]|2 < oo.

to<t<oo

Aufgabe 1.9: Man untersuche mit Hilfe der Resultate aus der Vorlesung die Losbar-
keitseigenschaften (eindeutig, global, beschriankt) der folgenden skalaren AWAn:

a) u'(t) =u(t)?, t>0, u(0)=1;
‘(t) = uw(t)?, t>0, u(0)=1;
cos(u(t)) — 2u(t), t>0, u(0)=1.

o
~—
SRS
~—~
~
S~—
I

(Hinweis: Losungen brauchen nur angegeben zu werden, wenn das fiir die Argumentation
notig ist.)

Aufgabe 1.10: (Praktische Aufgabe)
a) Man berechne Ndherungslosungen fiir die AWA

1

/ - _ 2 = _3<t< _ _
u'(t) 200t u(t)”, to 3<t<3, u(-3) 501’

mit Hilfe der expliziten ,,Polygonzugmethode*

Yn = Yn-1+hf(tn-1,Yn-1), n=1,...,N:=4/h,

fiir die (konstanten) Schrittweiten h = 27" 4 =75, ...,10. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 1 mit dem Wert w(1) der exakten Losung u(t) = (1+100¢%)~*
in einem logarithmischen Plot (Logarithmus des absoluten Fehlers als Funktion von h
bzw. i =0,1,2,...).
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b) Man wiederhole die Rechnung mit der sog. ,, (impliziten) Trapezregel

1
yn g y’n—l + §h{f(tn7yn) + f(tn_l,yn_1>}7 n = 1’ ey N = 6/h,
und vergleiche die beobachteten ,, Konvergenzordnungen®:
u(3) —yn| = O(R").

Wie verhilt sich das dieses Verfahren fiir die grébere Schrittweite h = 27*? Man versuche,
den beobachteten Effekt zu erkléren.

¢) Man untersuche die Konvergenz der folgenden, aus den mit der Trapezregel gewonnenen
Werte y](f,) zur Schrittweite h; gebildeten Approximationen

(i 1 i i— ,
yj(\,) = §{4y](\,) — y](\, 1)}, 1=2,..8.

Die beobachteten Phéinomene werden im Verlauf der Vorlesung erklédrt werden.
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2 Einschrittmethoden

2.1 Die Eulersche Polygonzugmethode

Wir betrachten eine AWA der Form
u'(t) = f(t,u(t)), tel=Ito,to+T], wu(to)=uop. (2.1.1)
Die Funktion f(¢,z) sei stetig auf I x R und geniige einer globalen Lipschitz-Bedingung

1f(t.2) = fFt ) < Lylle =yl (t2),(ty) € I xR (2.1.2)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung u(t) von (2.1.1) fiir alle ¢ > 0. Letzteres
folgt nach dem Fortsetzungssatz aus der linearen Beschrianktheit der Funktion f(¢,x):

12| < 1f (&) = £ 0+ £ @O < Lyl + [1F (2, 0)]]-

Diese Losung sei ferner hinreichend glatt. Gelegentlich werden wir auch den Fall T" — oo,
d.h. I = [tg, 00), betrachten.

Zur Approximation der AWA wahlt man zunéchst eine Folge von diskreten Zeitpunk-
ten tg <t1 <...<t,<...<ty=to+ T und setzt

In = [tn—latn]a hn =ty —th ) h := max h'n :
1<n<N

Die Eulersche Polygonzugmethode erzeugt nun ausgehend von einem Startwert y!* € R¢
eine Folge (y)nen durch die rekursive Vorschrift

Y=yt R fton Yl n=1,.., N (2.1.3)
Wir schreiben dies auch in Form einer Differenzengleichung
(Lhy™)n =0, n=1,...,N, (2.1.4)
mit dem ,,Differenzenoperator”

(Lhyh)n = hr_Ll(y:LL - y:zl—l) - f(tn—l, yZ—l)a (215)

Als Nebenprodukt unseres Beweises des Existenzsatzes von Peano (Satz 1.1) haben
wir gesehen, dass die Werte 3" fiir h — 0 gegen die Funktionswerte wu(t,) konvergieren
(vorausgesetzt yg konvergiert gegen wuy ):

h p——
Jmax [y = u(ta)]| =0 (h—0) (2.1.6)
Zur Abschétzung der Geschwindigkeit der Konvergenz des Diskretisierungsverfahrens

(2.1.3) fiithren wir den sog. ,, Abschneidefehler” (auch ,lokaler Diskretisierungsfehler® ge-
nannt) ein:

= (L"), = ) Hul =l Y — ft,ul ),

45
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mit der Gitterfunktion u" = (u" := u(t,))o<n<n . Fiir den Abschneidefehler gilt offenbar

n

wegen u'(t) = f(t,u) die Beziehung

tn tn
h— h;l/ w'(t) dt — ' (th_1) = h;l/ (t, — t)u" (t) dt

tn—1 tn—1

und folglich

h < 1 " ) 1.
171l < 5ha max u"(0)] (2.1.7)

Man spricht hier von einer Diskretisierung , erster Ordnung®.

Wenn Missverstdndnisse ausgeschlossen sind, schreiben wir im folgenden einfach 1y,
fiir 4" und entsprechend 7, fiir 7. Unter Verwendung dieser Notation geniigt die exakte
Losung u der gestorten Differenzengleichung

Up = Up—1 + hnf (b1, Un—1) + hpTh (2.1.8)

Die Abschéitzung des globalen Diskretisierungsfehlers e, = vy, — u, erfolgt iiber einen
Stabilitatssatz fiir das Differenzenverfahren in Analogie zum Stabilitéatssatz fiir die AWA
(Satz 1.3). Vergleich von (2.1.8) mit (2.1.3) ergibt

en = €p—1 T hn{f(tn—la yn—l) - f(tn—laun—l)} - hnTn
und unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f(t,x),
lenll < llen—1ll + hnLllen-1l] + hnl|7all- (2.1.9)

Durch sukzessive Anwendung dieser Beziehung erhélt man die diskrete Integralungleichung
(,,Summenungleichung”)

n—1 n
lenll < lleoll + LY~ husallell + > hullmll - (2.1.10)
v=0 v=1

Zur weiteren Abschitzung benotigen wir die folgende diskrete Version des Gronwallschen
Lemmas (Hilfssatz 1.1).

Hilfssatz 2.1 (Diskretes Gronwallsches Lemma): Es seien (wy,)n>0, (an)n>0 und (bn)n>o0
Folgen nichinegativer Zahlen, fir die gilt wo < by und

n—1

wy <Y ayw, +b,, n>1. (2.1.11)
v=0

Ist die Folge (b,)n,>0 monoton steigend so gilt die Abschdtzung

—_

w, < exp( a,,)bn, n>1. (2.1.12)

3

<
Il
o
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Beweis: Der Beweis konnte durch Riickfithrung auf das kontinuierliche Gronwallsche
Lemma (fiir stiickweise konstante Funktionen) bewiesen werden. Wir wollen hier aber

lieber einen einfachen, direkten Beweis geben. Dazu definieren wir Zahlen d, > 0 und
S,, durch

n—1
SO;:w0+d0:b0, SnZ:wn+dn:Zauwu+bn'

v=0
Es gilt dann
Sn - Sn—l = Qp—1Wp—1 + bn - bn—l , n=>1

Hieraus wollen wir durch Induktion nach n erschliefen, dass

n—1

S, < exp(ZaV>bn, n>0, (2.1.13)

v=0

wobei wie iiblich im Fall n = 0 die Summation ,leer” ist, d.h. Sy < by . Zunéchst ist nach
Definition

So < by .

Sei (2.1.13) nun als richtig angenommen fiir n — 1. Dann gilt wegen b,, > b,_4

Sn S Sn—l + Qp1Wp—1 + bn - bn—l S (]- + an—l)Sn—l + bn - bn—l

n—2
S (]- + an—l) eXp(Z al/) bn—l + bn - bn—l
v=0
n—2 n—1
< gan-1 exp(Z al,> {bn—l + b, — bn—l} < exp( a,,) by, .
v=0 v=0
Dies impliziert wegen w, < S, die Behauptung. Q.E.D.

Im Zusammenhang mit impliziten Verfahren, wie z.B. dem ,,impliziten Euler-Schema”

Yn = Yn-1+ haf(tn, Yn), (2.1.14)

wird eine verschérfte Variante des diskreten Gronwallschen Lemmas benétigt, bei der eine
implizite Differenzenungleichung der Form

w, <Y aw, +b,, n>1. (2.1.15)
v=0

angenommen wird. Unter der Annahme, dass a, < 1 wird diese durch Elimination des
fithrenden Summanden auf der rechten Seite in die folgende explizite Form {iberfiihrt:

n—1
-1 -1
o, w, < g oya,0, w, +b,, n>1,
v=0
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mit den Parametern o, := (1 —a,)”'. Anwendung von (2.1.12) auf diese Situation liefert
die Ungleichung

n—1
o w, < exp(ZUVa,,)bn, n>1,
v=0

und bei Beachtung von o,, =1+ 0,a, < exp(o,a,) schliefllich das Endresultat

wy < exp(Za,,a,,)bn, n>1. (2.1.16)

v=0

Wir fahren nun mit unserer Fehleranalyse fiir das Euler-Verfahren fort. Aus (2.1.10)
erschliefen wir mit dem diskreten Gronwallschen Lemma die a priori Fehlerabschétzung

lenl| < ewn—to){ueon + Zh,,HT,,H} L on>1, (2.1.17)
v=1
bzw.
max || < eLT{||eO||+T max ||7n||}. (2.1.18)
1<n<N 1<n<N

Bei Beriicksichtigung der Abschétzung (2.1.7) fiir 7, folgt also fiir den globalen Diskreti-
sierungsfehler der Eulerschen Polygonzugmethode

< LT 1 " 1.
ma ol < e flleol + 47 mas b maxl’@} ) (2019)

1<n<N

d.h.: Die ,globale” Konvergenzordnung ist (mindestens) gleich der ,lokalen” Konsistenz-
ordnung. Man beachte den exponentiellen Faktor in der Abschétzung (2.1.19). Wegen
ihrer geringen Genauigkeit hat die Eulersche Polygonzugmethode in der Praxis keine
Bedeutung. Die Herleitung der Abschitzung (2.1.19) ist aber exemplarisch fiir eine grofie
Klasse von Methoden.

2.2 Allgemeine Einschrittmethoden

Der naheliegendste Weg zur Konstruktion von Differenzenformeln héherer Ordnung ist
der iiber die Taylor-Entwicklung (skalarer Fall d = 1):

u(t) Zzh—:u(”’( —h)+ ( i

T (Rt B
=0 R+ 1" O, Celt=hi.

=

Da w der Differentialgleichung v’ = f(¢,u) geniigt, gilt

uO(t) = (5 Fu) = ).
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Die ., (R-stufige) Taylor-Verfahren” lautet dann

hrt o
Un = Un-1+ o Y L fO D (bt yt), n> 1 (2.2.20)

4

Wir schreiben dies in der allgemeinen Form eines sog. ,,Einschrittverfahrens’

Yn = Yn-1+ hnF(hnstn 1, Yn, Yn-1) , (2.2.21)

bzw.

(Liy™) s = b (Yn — Yne1) — F(hns tn—is Yns Y1) =0, (2.2.22)
mit der sog. ,,Verfahrensfunktion*®

R r—1

h™~ _
F(h,t,y,l’) = ZT]C(T 1)(t7l')

r=1

Die Bezeichnung FEinschrittverfahren erklart sich dabei selbst. Da hier die Verfahrens-
funktion nur von der unmittelbar vorausgehenden Néherung w, 1 abhéngt, wird diese
Methode explizit genannt. Zur Durchfiihrung expliziter Differenzenverfahren ist in jedem
Zeitschritt lediglich eine Funktionsauswertung F'(h,;t,_1,Yy,_1) durchzufiihren, wihrend
implizite Formeln die Losung i.allg. nichtlinearer Gleichungssysteme erfordern. Wir wer-
den uns daher zunéchst hauptséchlich mit expliziten Verfahren beschéftigen.

Den Abschneidefehler der Formel (2.2.22) definiert man analog zu (2.1.7) durch

T = (Lpu)y = hyH{un — tn1} — F (Rt Un, tUp_1) -

Definition 2.1 (Konsistenz): Die Finschrittmethode (2.2.22) heifst ,konsistent (mit
der AWA)” bzw. ,konsistent mit Konsistenzordnung m”, wenn

max |Tal] = 0 bzw. max ||| = O(R™) (h—0). (2.2.23)

Offenbar hat die R-stufige Taylor-Formel fiir skalare AWA gerade die Konsistenzord-
nung m = R. Zur Auswertung dieser Formel miissen Ableitungen von f(¢,z) berechnet

werden, z.B.: f,:=0f/ot, f, = 0f/0x

In der Praxis kann dies sehr aufwendig sein; man berechne z.B. f®) (¢, z) fiir f(t,z) = (t+
22)Y2 arctan(t+x) . Zur Vermeidung dieses Nachteils konnen die Ableitungen f =V (¢, u)
durch Differenzenquotienten ersetzt werden, bei denen nur Auswertungen von f(t,u)
auftreten. Z.B. ist fiir die Taylor-Formel der Stufe R = 2

O ut) m h™ {f(t+ hu(t+ h) — f(t,u(t)) },
~ BT+ hyult) + Rf (8 u(t) — f(tu(t)) ],
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was auf die folgende Formel fiihrt:

Yn = Yn—1 + hnf(tn—la yn—1> + %hn {f(tna Yn—1 + hnf(tn—la yn—l)) - f(tn—la yn—1> }
=Yn-1+ I, {%f(tn—lu yn—1> + %f(tna Yn—1 + hnf(tn—la yn—l)) }

Wenn man bei den obigen Entwicklungsschritten die Restglieder verfolgt, findet man, dass
diese Differenzenformel die Konsistenzordnung m = 2 besitzt, genau wie die zugehori-
ge Taylor-Formel. Allgemein haben die so entstehenden sog. ,,(expliziten) Runge-Kutta-
Verfahren” die Form

F(h;t, x) ZCT +(h;t, x)

r—1

kl:f(tal')a kT:f(t+ha'zj+thrgk5), 7’:2,...,R,

s=1

mit geeignet gewihlten Konstanten a,,c,, b.s. Diese werden so bestimmt, dass mit einem
moglichst grofen m (im Idealfall m = R) gilt:

R
Zcrk: (h;t,u(t
r=1

Die Konsistenzordnung der entsprechenden Runge-Kutta-Formel ist dann konstruktions-
gemaf gerade m .

m

;u(t)) +O(R™).

Beispiel 2.1: Runge-Kutta-Methoden der Stufen R =1, 2,3, 4:

— R = 1: FEulersche Polygonzugmethode

— R = 2: Durch Taylor-Entwicklung und Koeffizientenvergleich erhéilt man aus der
Bedingung (setze f = f(t,u), fi = fi(t,u), u.s.w.)

le + Cgf(t + hag, u + hbglf) = (Cl + Cg)f + Cgaghft + Cgbglhff:c + O(hz)
= [+ 3h{fi + fof} + O(R?)

die Bestimmungsgleichungen c¢; +c; = 1 und cgas = by = % Als mogliche
Losungen ergeben sich z.B.:

® ¢ =0Cy = %, as = by = 1 (,,Heunsches Verfahren 2-ter Ordnung”):
Yn = Yn—1 T %hn{f(tn—la yn—l) + f(tna Yn—1 + hnf(tn—lu yn—1>>}v
e (=0, =1, a,="0by= % (,modifiziertes FEuler-Verfahren”):

Yn = Yn—1 + hn.f(tn—l/2> Yn—1 + %hnf(tn—la yn—l))-
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— R = 3: Fiir die 8 freien Parameter ergeben sich die 6 Gleichungen
_ _ 1 2 2 _ 1
citctez=1, cay+caz=5, ca;+ca3=3,
C3a2b3y = ¢, by —ay=0, by —az+byp=0.

Als mogliche Losungen ergeben sich z.B.:

o ¢ =1 co =0, c3 =

Wl
S
w
I
win
>
N
—
I
Wl
o
[9%)
—
I
vO
ol
w
]
I
SN

1) %9 Qo =
(,Heunsches Verfahren 3. Ordnung

N

’)
Yn = Yn—1 + ihn{kl + 3k53}>

ki = f(tn-1,Yn-1), k2= f(tn-o3,Yn—1+ 3hnks1),
k3 = f(tn—1/3>yn—l + %hnk?)

_ 1 _ 2 1 _ 1
.61_6762_§7C3_6aa2_§a

(,Kuttasches Verfahren 3. Ordnung”)

a3 = 1, by = 5, by = —1, bz = 2

N[

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 4ky + ks},
kl = f(tn—la yn—1)7 k2 = f(tn—l/27yn—1 + %hnkl)a
]{73 = f(tn, Yn—1 — hnkl + 2hnk2) .

— R =4 : In diesem Fall stehen 13 freie Parameter zur Verfiigung, mit denen zur Kon-
struktion einer Formel 4-ter Ordnung 11 Bestimmungsgleichungen zu erfiillen sind.
Eine der Losungen fiihrt auf das , klassische Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung*:

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 2k2 + 2k3 + k4}7
k1= f(tam1,Yn-1), k2 = f(taz1/2, Yn—1 + 3hakr),
k3 = f(tn-1/2,Yn-1 + %hn]@), ks = f(tn, Yn—1 + hnks).

Die betrachteten Differenzenformeln sind prinzipiell auch auf Systeme anwendbar. Bei
der Methode der Taylor-Entwicklung ist dabei zu berticksichtigen, dass die zeitlichen Ab-
leitungen @ (¢, z) fiir Systeme wesentlich komplizierter aussehen; z.B.: fM) = f,4 f.-f
mit der Jacobi-Matrix f,(t,z) der Vektorfunktion f(¢,x) bzgl. der variablen z. Die
Runge-Kutta-Formeln sind nicht ohne weiteres auf Systeme iibertragbar, da zum Ab-
gleich der in f® auftretenden Ableitungen unter Umstéinden mehr Parameter notwendig
sind, als zur Verfiigung stehen. Im allgemeinen gilt, dass eine Runge-Kutta-Methode der
Ordnung m < 4 fiir eine skalare Gleichung dieselbe Ordnung auch fiir Systeme hat; im
Falle m > 5 ist ihre Ordnung fiir Systeme in der Regel reduziert. Einfache implizite
Verfahren sind neben dem impliziten Euler-Verfahren die ,, Trapezregel”

Yn = Yn1 + 20 { f (tns Yn) + Ftn1,Yn-1) }, (2.2.24)
und die dazu sehr dhnliche ,,(Einschritt)-Mittelpunktsregel”
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Eine andere Variante der , Mittelpunktsformel“ hat die Form (auf dquidistantem Gitter)

Yn = Yn—2 + th(tn—la yn—l)

Dies ist eine sog. , (explizite) Zweischrittformel“. Alle drei Verfahren sind konsistent
von zweiter Ordnung. Implizite Verfahren hoherer Ordnung vom Typ der Runge-Kutta-
Verfahren werden spéter betrachtet.

2.2.1 Lokale Konvergenz und Fehlerabschitzungen

Analog zum Polygonzugverfahren wollen wir nun die Konvergenz des allgemeinen Ein-
schrittverfahrens (2.2.22) beweisen. Dazu dient die folgende fundamentale Bedingung;:

Definition 2.2 (L-Stetigkeit): Eine Einschrittformel heifit ,Lipschitz-stetig (oder kurz
LL-stetig®), wenn ihre Verfahrensfunktion einer (gleichmdfigen) Lipschitz- Bedingung geniigt:

[E(hst,z,y) — F(h;t, 2, 9)|| < L{llz — Z[| + [ly — 9ll}, (2.2.26)

fiir beliebige Argumente (t,x), (t,7), (t,y), (t,§) € I x R%

Satz 2.1 (Diskreter Stabilititssatz): Eine Lipschitz-stetige Differenzenformel (2.2.22)
ist ,(diskret) stabil”, d.h.: Fiir beliebige Gitterfunktionen y" = {yn}n>0, 2" = {2n }ns0 gilt
fiir hinreichend kleine Schrittweite h < %L‘l die Abschditzung

Iy = 2all < 200 o — 20l + 3 Bll(Lag — Lnz)l } (2.2.27)
v=1

mit der Lipschitz-Konstante L der Verfahrensfunktion F(h;t,x,y) und der Kontante
k =4 fir allgemeine implizite Methoden. Fir eine explizite Methode ist k = 1 und die
Schrittweitenbedingung kann entfallen.

Beweis: Fiir zwei Gitterfunktionen {yy,}n>0, {2n}n>0 erhalten wir durch Vergleich von

(Lny™)
(Ln2")

1

(yn - yn—1> - F(h'n7 tnu Yn, yn—1>7
1(Zn - Zn—l) - F(hm tm Zn, Zn—l)

he,
he,

die Gleichung

Yn — Zn = Yn—1 — Zn-1 + hn{F(h, tna Yn, yn—l) - F(h,, tnu Zn, Zn—l) + (Lhyh - Lhzh>n}-

Fiir das Folgende setzen wir e, := 4, — 2, und &, := (Lyy" — Ly2"), .

(i) Expliziter Fall: Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit der Verfahrensfunktion ergibt sich

lenll < llen—all + hnLllen—ill + hnllen]]



2.2 Allgemeine Einschrittmethoden 53

und folglich durch rekursive Anwendung dieser Abschétzung:

n—1 n
llenll < lleoll + > Lhvsallenll + > hullell.
v=0 v=1

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas 2.1 erhalten wir hieraus

leall < exp (an_lhu+1>{||€0|| +Zh leull} = et {leo] +Zh eI}
v=0

Diese Abschitzung gilt, wie behauptet, ohne jede Bedingung an die Schrittweiten h,, .

(ii) Impliziter Fall: Fiir émplizite Verfahren ergibt sich wieder unter Ausnutzung der L-
Stetigkeit der Verfahrensfunktion

leall < lenall + hnL{llenll + llen1ll} + hnllenl-
Dies impliziert mit der Setzung hgy := 0 bei Beachtung der Bedingung h < %L‘l

(1= hpL)len]] < (14 hnL)|[€n-1ll + hallenll
h’n + hn—l

=(1—hy_1L)||€n —_—
(1= huaL)lenaall + P

L1 = hpa L)llenall + hnllen]l,

und weiter mit der Notation w, := (1 — h,L)e,

P, 4 P4

n < n—
Jtall < s + T

7 Lllwnall + Ralleall

Rekursive Anwendung dieser Abschitzung ergibt dann

1/ 1+h
[[wn || < [Jwoll +Z . Jwy | +Zh lev]]-

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas erhalten wir hieraus

leall < ;=5 0 (Lni Bt ) ol +Zh el }
v=0
< exp (1 f ffL) exp (LZ vl + fy >{||60|| + Zh Hé?uH}
< et { g + Z hulle}-

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.
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Satz 2.2 (Konvergenzsatz): Die Differenzenformel (2.2.22) sei Lipschitz-stetig und kon-
sistent mit der AWA. Im Falle ||yo — uo|| — 0 konvergiert dann

max ||y, —u(t,)|| =0 (b —0), (2.2.28)
n€

und fiir hinreichend kleine Schrittweite h < %L‘l gilt die a priori Fehlerabschdtzung

lym — u(ta)|| < 64L(t"_t°){||y0 —ul + Y hV||7,,||}, 0<n<N. (2.2.29)
v=1

Fiir eine explizite Methode kann die Schrittweitenbedingung entfallen.

Beweis: Es gelten die Beziehungen
Lpy" =0, Lpu"=r1",
so dass der diskrete Stabilitdtssatz 2.1 unmittelbar die Behauptung impliziert. Q.E.D.

Satz 2.2 besagt, dass fiir eine Lipschitz-stetige Einschrittformel die Konvergenzordnung
(mindestens) gleich der lokalen Konsistenzordnung ist. Dies gilt also z.B. fiir die Taylor-
Verfahren und ebenso fiir die Runge-Kutta-Verfahren, die ja fiir L-stetiges f(t,z) auto-
matisch der Bedingung (2.2.26) geniigen und auch konsistent sind unter der Bedingung
Zle ¢, = 1 (Ubungsaufgabe). Dasselbe gilt natiirlich fiir das impliziten Euler-Verfahren,
die Trapezregel sowie die Einschritt-Mittelpunktsregel.

Bemerkung 2.1: Wir haben bisher der Einfachheit halber angenommen, dass die Funk-
tion f(t,z) einer globalen Lipschitz-Bedingung gentigt, d.h.: Die L-Konstante kann gleich-
méiBig fiir alle z,2” € R? gewihlt werden. Dies schlieBt z.B. Fille wie f(t,z) = 2? und
f(t,x) = z'/? aus. Von dieser Restriktion kann man sich durch folgende Uberlegung be-
freien: Die AWA habe eine eindeutige Losung auf einem Intervall I = [to, to+ 7], und die
Funktion f(t,z) geniige einer L-Bedingung auf dem , Streifen”

Uy = {(to) € I xR | o —u(®)]| < p}

um die Losung u(t). Die Funktion f(t,2) wird nun so von U, auf U, = I x R
fortgesetzt, dass die Fortsetzung f(t,z) global L-stetig ist. Dazu sei fiir (¢,z) € I x R?

o r—u(t) "
T = Pt T

und

covo ) e () el,
e {f(t,wp) . (t2) €UL\T,

Wegen der Beziehung (Ubungsaufgabe)

z )
—r — | < e =yl

=l [yl




2.2 Allgemeine Einschrittmethoden 55

fir ,y € RY, mit [lz[] > 1, [Jyl| > 1 ist offenbar f(t,z) auf I xR? gleichmiflig L-stetig
(bzgl. ) mit derselben L-Konstante L. Sei nun (y,), die durch ein Einschrittverfahren

'gn = gn—l + hnF(hm tn—la gna gn—l)
gelieferte diskrete Losung. Nach Satz 2.2 gilt dann

max [[gn — u(ta) = 0 (h —0).

Fiir hinreichend kleines h ist dann aber {(t,,9,), to <t, <ty+T} CU,,dh.: g, =y, .

2.2.2 Globale Konvergenz

Die a priori Abschétzung (2.2.29) liefert eine realistische Fehlerschranke nur auf relativ
kleinen Intervallen I = [to,to+ T]; die GroBe exp(LT') wichst extrem schnell mit 7" —
oo, und die Lipschitz-Kontstante L ist i.allg. nur sehr grob schétzbar. Es erhebt sich also
die Frage, unter welchen Bedingungen eine Abschitzung vom Typ (2.3.46) mit einer von
T unabhéngigen Konstante gilt.

Wir betrachten zunédchst wieder als Modellfall die Eulersche Polygonzugmethode
Yn = Yn—1 + hnf(tn—h yn—1> (2230)
und wenden diese an auf eine AWA, die im folgenden Sinne L-stetig und monoton ist:

1f(t,2) = f(t, ) < L) |z — 2], (2.2.31)

—(f(t,z) — f(t,2"), x — ') > \(2) ||z — 2'||?, (2.2.32)

fir alle (t,2), (t,2') € I x R%, mit Funktionen L(t) > 0, A\(¢t) > 0. Wir setzen L :=
max; L(t) und A := mins A(¢). Ist die AWA ,homogen”, d.h.: f(¢,0) = 0, so erhélt man
durch Multiplikation in der Gleichung (2.2.30) mit y, und Beachtung von

21y ll* = 2(Yn—1,Yn) = [[Ynll* + Y0 — Yol = [[Yn-1]?
die Identitat
||yn||2 + ||yn - yn—1||2 = ||yn—1||2 + 2h’n{(f(tn—17 yn—l)> yn—l) + (f(tn—b yn—l)a Yn — yn—l)} .

Unter Ausnutzung der Eigenschaften (2.2.31), (2.2.32) folgt dann mit den Abkiirzungen
L, := L(t,) und A\, := A(t,)

Ynll* + 1yn = vl < gnall? = 22X 1Pl g1 1* + 200 Lo [ g1 [ |9 — Yl
S ||yn—1||2 - 2)‘n—1hnnyn—1”2 + hiLi—lHyn—lnz + Hyn - yn—1||2a

bzw.

lynll> < (14 R2L2 | — 20 1) ||Yn_s? . (2.2.33)

n—~n—1



56 Einschrittmethoden

Die Approximationen v, bleibt also beschréinkt bzgl. n, wenn 1+h2L2_, —2X\,_1h, <1,

n*~n—1
d.h. wenn die Schrittweiten h,, der folgenden Bedingung geniigen:
2\
hy <5700 n>1. (2.2.34)
Ln—l

Mit Hilfe einer Verfeinerung des obigen Argumentes ldsst sich die Stabilitdtsaussage
(2.2.33) unter der Bedingung, dass die Schrittweitenbedingung (2.2.34) gleichméBig bzgl.
n im strikten Sinne erfiillt ist, erweitern zu einer globalen Fehlerabschatzung der Form

(Yo =uo)
_ < "
lyn — ulta)ll < e max {hy, max ][} (2.2.35)
Da der Beweis dieser Aussage fiir die Polygonzugmethode verhéltnisméfiig kompliziert

ist, verzichten wir hier auf die Details und untersuchen lieber die analoge Situation fiir
das implizite Gegenstiick. Wir nehmen im Folgenden zur Vereinfachung an, dass stets

Yo = Up -

Satz 2.3 (Globale Konvergenz des impliziten Euler-Verfahrens): Die AWA sei L-
stetig und monoton im Sinne von (2.2.31) und (2.2.32). Dann sind die Losungen des
implizite Fuler-Verfahrens

Yn = Yn—1 + hnf(tm yn)a n Z 17 Yo = Ug, (2236)
fiir beliebige Schrittweiten h,, wohl definiert und es gilt die globale Fehlerabschdtzung

lyn = u(tu)| < §min{t,—to, A~} max {h, max [[u"[[}, . > to, (2.2.37)
mit der offensichtlichen Interpretation fir A =0.

Beweis: (i) In jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens ist ein Gleichungssystem

zu 16sen. Wegen der angenommenen Eigenschaften (2.2.31) und (2.2.32) ist die Abbildung
g(z) :==x — h, f(t,, ) L-stetig und strikt monoton im Sinne

(9(x) —g9(y),z —y) > llz —y|*>, =,y € R,

mit einer festen Konstante v > 0. Mit Korollar 1.7 folgt dann, dass (2.2.38) eine eindeu-
tige Losung besitzt.
(ii) Fiir den Fehler e, =y, — u,, gilt wieder die Differenzengleichung

€n = €p—1 + hn{f(tna yn) - f(tna un)} - hnTna

mit dem Abschneidefehler 7,, des impliziten Euler-Verfahrens

17l < 5hw max [[u”]].
In
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Wir multiplizieren mit |le,|| "¢, und erhalten wieder unter Ausnutzung der Monotonie
leall < llenll™ (en 1, €n) = Anhnllenll + hnllen |~ (7n, €n)-

Dies ergibt
(L4 Xl llenll < llen—ll + hnll 7l

bzw.

len—1ll + 17 ]l- (2.2.39)

1 h,
leall € 5 -
1+ Ahy, 1+ Ahy,

(iii) Im Falle A > 0 (schwache Monotonie) summieren wir (2.2.39) iiber v =1,...,n und
erhalten unter Beachtung von ey = 0 die T-abhéngige Abschéitzung

"
leall < Zh Il < (Zh ) a1 < (6 —to) max {hy max [},

(iv) Im Falle A > 0 (strikte Monotonie) erschliefen wir mit Induktion aus (2.2.39) die
Abschétzung

leall < A7 max 7|

bzw.

< 1yl "
llenll < 3A™" max {A, max [[u”][}.

Fiir n =1 gilt trivialerweise

el < —_jim < 2
all =171 = 3

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1. Dann folgt mit (2.2.39):

[ ]l-

leall < lewarll + —22 ]
Enll > €n— — |7
T4+ My, T T4 N,
1
< -1 n < =
- 1+)\hn)\ 1< <n 1|| V|| _l— 1+)\hn||Tn|| — )\11218“<X ||Tl/||
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Die Argumentation im Beweis von Satz 2.3 ldsst sich direkt auf solche Einschrittverfah-
ren ibertragen, deren Verfahrensfunktion Bedingungen vom Typ (2.2.31) und (2.2.32)
geniigen. Leider ist dies bei der Approximation monotoner AWAn mit Verfahren hoherer
Ordnung in der Regel nicht der Fall. Wir werden also einen anderen Zugang zur globalen
Fehlerschiatzung bei allgemeinen Einschrittverfahren finden miissen.

Der Ausgangspunkt dazu ist die Beobachtung, dass montone, L-stetige AWAn ez-
ponentiell stabile Losungen haben. Ein , verniinftiges” Verfahren sollte nun in der Lage
sein, jede exponentiell stabile Losung global zu approximieren, unabhéngig davon, ob das
Problem selbst monoton ist oder nicht. Die Frage ist also: Lassen sich globale Fehler-
abschitzungen der Art (2.2.35) herleiten allein aus der (angenommenen) exponentiellen
Stabilitdt der Losung u(t) und ohne weitere Voraussetzungen an die Struktur der AWA?
Dies ist tatséchlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 2.4 (Globale Konvergenz): Die L-stetige AWA habe eine (globale) exponentiell
stabile Losung u(t) mit Stabilitatsparametern 6, A, «. Fiir jedes Einschrittverfahren, wel-
ches mit der (AWA) konsistent ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es dann
positive Konstanten hy und K wunabhdingig von T, so dass fiir h :=sup;h, < hy gilt:

- < Al 2.
max [y, — u(t)l| < K max || (2.2.40)

Dabei bezeichnet 7, das Mazimum des Abschneidefehlers fir alle moglichen Losungen der
Differentialgleichung, die in der Umgebung Usa = {(t,x) € IxR? ||z —u(t)|| < A} des
Graphen von u wverlaufen.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach ¢. Sei 0.B.d.A. h <1 angenom-
men. Zunéchst wird ein A > 1 so gewéhlt, dass

Ae @M <10 h e (0,1]. (2.2.41)
Die lokale Konvergenzaussage (2.2.29) liefert fiir alle t,, € [to, to + A] die Abschétzung
o < kLA =1l . 9.
lym = unll < Ae™ max |7 (2.2.42)
Wir setzen nun
K :=2Ae A (2.2.43)

und wéahlen dann hg hinreichend klein, so dass fiir ¢, > t; aus

I = wall < K, max (171

fir h < hg, notwendig ||y, — u,| < d folgt.

Nach diesen Vorbereitungen sei nun angenommen, dass die Behauptung (2.2.40) richtig
ist fur alle t, € (to,t,] mit irgendeinem ¢, > to+ A . Dann betrachten wir w, =y, — u,
als Storung von u(t) zum Zeitpunkt ¢, = ¢, . Fir h < hy ist automatisch |Jw,|| < ¢, und
die Stabilitdtseigenschaft von w(t) liefert fiir die gestorte Losung v(t) die Abschétzung

[o(t) —u®)]| < Ae ™) |y, —unl, >t (2.2.44)
Wir fassen nun y, fir ¢, <t, als Ndherung von v(t,) auf und kénnen wegen
[o(t) —u(t)|| < Ad, =1,
den lokalen Konvergenzsatz wie folgt anwenden:

— < Aek2 7 2.
panax e —ulis ae®, max (2.2.45)

wobei m € N| so dass t, 1 < t, + A <t,ime1. Dann folgt fiir h < hg:

Hyn+m - un—l—mH < Hyn+m - Un+m|| + an+m - un+m||

<A max 7+ Ae A g, — ]
n=tv =tn+m
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bzw. wegen (2.2.41) und der Induktionsannahme,

LA 1 —
||yn+m - un—i—m” S (Ae _I' §K) tlﬁglngﬁm ||TI/|| .

Mit unserer Definition von K ergibt dies

— < T
[ = ol < K, max |17

was den Schlufl von t, nach t, + A vervollsténdigt. Q.E.D.

2.3 Schrittweitenkontrolle

Das Hauptproblem bei der Durchfithrung von Differenzenverfahren zur Losung einer AWA
ist die Bestimmung geeigneter Schrittweiten h, zur Gewéhrleistung einer vorgeschrie-
benen Approximationsgiite. Die im Konvergenzsatz 2.2 angegebene Fehlerabschitzung
erlaubt es, aus Schranken fiir den ,lokalen” Abschneidefehler 7, auf das Verhalten des
»globalen” Diskretisierungsfehlers e, = y, — u(t,) zu schlieen. Unter Annahme exak-
ter (d.h. rundungsfehlerfreier) Arithmetik gilt bei Verwendung fehlerfreier Startwerte auf
dem Intervall I = [ty,to + 1] die a priori Fehlerabschitzung

< < .0.
max [l < K3 hall7all < KT ma 7] (23.46)

tnel

mit einer Konstante K = K(7T') ~ exp(LT). Obwohl im Extremfall K exponentiell mit
der Intervallange T wéichst, nehmen wir im Folgenden an, dass K von moderater Grofie
ist. Wir haben gesehen, dass diese Annahme z.B. fiir monotone AWAn berechtigt ist.

Zur praktischen Auswertung der a priori Fehlerabschitzung (2.3.46) benétigt man
moglichst scharfe Schranken fiir ||7,||. Bei den Taylor-Verfahren m-ter Ordnung gilt z.B.

1

< -
I < G

m m—+1

R max lu™ ()]

und es wiren somit hohere Ableitungen der unbekannten exakten Losung u(t) abzuschét-
zen. Dies ist aber selbst bei Ausnutzung der Beziehung u(™V(t) = f0™ (¢, u(t)) und
Kenntnis von Schranken fiir «(¢) kaum mit vertretbarem Aufwand moglich. Daher wer-
den in der Praxis meist a posteriori Schdtzungen fiir die Abschneidefehler verwendet, die
man aus den berechneten Ndherungswerten fiir w(t) erhélt. Die zugehorige Theorie ist
naturgeméafl stark heuristisch geprégt. Allgemein fiir Differenzenverfahren anwendbar ist
die sog. ,,Methode der Schrittweitenhalbierung”, die im folgenden beschrieben wird. Sie
entspricht dem iiblichen Vorgehen zur Fehlerschéitzung bei der numerischen Quadratur.
Wir beschrinken die Diskussion der Einfachheit halber auf explizite Methoden.

Ausgangspunkt ist eine Darstellung des Abschneidefehlers 7,, = 7(t,) auf dem Inter-
vall [t,_1,t,] zur Schrittweite h, in der Form

7o = 7 (t,) B + O(hmH) (2.3.47)
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mit einer von h, unabhingigen Funktion 7™ (¢), der ,Hauptabschneidefehler”, und
einem Restglied hoherer Ordnung. Bei den Taylor-Verfahren ist z.B.
1

(M) (¢ ) = (m+1) (¢ )
) m+1" (tn-)

Ahnliche Darstellungen gelten auch fiir die Runge-Kutta-Verfahren.

Wir wollen nun Strategien angeben, mit deren Hilfe wahrend der Rechnung die Schritt-
weiten h, so gewéhlt werden, dass zu einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL > 0 auf
dem Intervall I die Schranke

max ||e,|| < TOL, (2.3.48)
tnel

realisiert wird. Die Toleranz T'OL sollte dabei deutlich grofer als die Maschinengenauig-
keit eps gewihlt sein, genauer (sieche Ubungsaufgabe):

-1
TOL > max {h," |yn-1l eps} .

Ausgangspunkt ist die a priori Fehlerabschitzung (2.3.46). Wir setzen K = 1 und

nehmen an, dass Schéatzungen fiir die lokalen Abschneidefehler 7,, bzw. fiir die Haupt-

abschneidefunktion 7™ = 7(m (t,) bekannt sind. Wie solche zu berechnen sind, wird

anschliefend diskutiert. Es bieten sich nun zwei Strategien zur Schrittweitensteuerung
an:

Strategie I: Die Schrittweiten h,, werden geméf
TOL TOL 1/m
Khm|rm || ~ 222 bow. by~ (ﬁ)
T KT|lm™ |

gewihlt, so dass wie gewiinscht folgt:
TOL
~ m || (m) -
max|len| = K Y o {B7 707N} ~ =" ha = TOL.
tnel tnel
Die Anzahl der durchzufithrenden Zeitschritte ergibt sich dann zu

¥ St = S (S5 = () S

tn€l

Unter Beriicksichtigung der Beziehung T,(Lm) ~ u™*V(t,_1) folgt also in etwa, dass

NN (m+1)11/m
(7or) [,

Strategie 11: Die Schrittweiten h,, werden geméaf

TOL L N( TOL )1/(m+1)

Khm+1 bzw.
7™ ~ -~ KN
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gewéhlt mit der (noch unbekannten) Gesamtzahl N der durchzufiihrenden Zeitschritte,
so dass ebenfalls folgt:

TOL
~ m+11|.-(m) ~
max||e, || ~ K tEEI{hn =0} ~ —— ;611 = TOL.

Die Anzahl N ergibt sich dann analog wie oben zu

/(m+1) 1/(m
N~zh<K%L D = (gop) T S e,

Unter Berticksichtigung der Beziehung ) u™*(t,_,) ergibt sich diesmal

N/ (m+1) 11/ (m1) <T]O<L 1/(mH)/||um+1||1/(m+1) dt,

und folglich
(m+1) |1/(m+1) ()
ror) (freepesa)

Da N a priori nicht bekannt ist, muss es zunéchst geschéitzt und dann im Verlaufe
von mehreren Durchldufen angepasst werden. Diese Schrittweitenstrategie erscheint also
aufwendiger als die erste.

Beide beschriebenen Strategien zur Schrittweitenwahl sind asymptotisch gleich effizi-
ent, d.h.: Die globale Fehlertoleranz TOL wird mit N ~ TOL™Y™ Zeitschritten erreicht.
Allerdings ergeben sich leichte Unterschiede bei den Konstanten. Wir wollen deren Be-
deutung fiir m = 1 (Eulersche Polygonzugmethode) diskutieren. Fiir Strategie I gilt

dann
N~ gor [,

und fiir Strategie II entsprechend

K "(1/2 / //
~ o < =
o (1 ﬁ)._TOL o dt.

Der Unterschied besteht also im wesentlichen darin, wie die Regularitdt der exakten
Losung in die Schrittzahl eingeht. Strategie II ist hinsichtlich der Anzahl der erzeugten
Zeitschritte offenbar dann 6konomischer als Strategie I, wenn

2
</||u”||1/2dt) << T/||u”||dt.
I I

Dies ist etwa der Fall fiir singuldre Losungen, deren zweite Ableitungen nicht integrabel
sind; z.B.: u(t) = (1 —t)Y/2.
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2.3.1 Schitzung des Abschneidefehlers

Wichtigster Bestandteil der obigen Schrittweitenstrategien sind gute Schitzungen fiir die
Hauptabschneidefehler 7™ Diese kann man etwa mit Hilfe des im folgenden beschriebe-
nen Prozesses gewinnen. Sei zum Zeitpunkt ¢, die Ndherung y, berechnet, so dass

max |y, —u(t,)|| < TOL.

ty€ [t() tn]

Zur Bestimmung von T, (m +% und damit der neuen Schrittweite h,.; wahlen wir zunéchst

eine Schétzschrittweite H (etwa H = 2h,). Anwendung des Einschrittverfahrens zum
Startwert y, mit den Schrittweiten H (ein Schritt) und H/2 (zwei Schritte) ergibt zum

vorlaufigen Zeitpunkt ¢, :=t,+H Néaherungen yfﬂ bzw. yf ﬁ Fiir die Fehler gilt
yrIL{-i-l - u(tn—l—l) =e, + H {F(H tnu yn) - F(H tmun>} - HTrZ—l
= (1+ O(H)) e — H™ 713 + O(H™)

sowie analog fiir y H/2

12~ U(tyi1/2) - Wir erhalten weiter

H/2 H/2 H/2
Ul = ultnsn) =yl = wltarnyo) + SH{FGHitugo, 13 )

- F(%H;tn+1/2>u(tn+1/2))} 1H7}ﬁ/12
(1+O(H) {ul} o = ultasaga) | = GHY™ 50 + O(H™?)
(1+ O(H) {(1+ O(H))e — (FH)™ 7T, + O(H™ )}

o (;H)m+1 (ml + O(Hm+2)

und folglich
vl = ultu) = (1+ O(H))ew — 25 H)" 1) + O(H™?).
Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Hauptabschneidefunktion geméf
T/ = T + OCH)
entwickeln 148t. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt

ynlt =yl = O(H)en — m7) {2(3H)™ ! — H™ '} + O(H™ )

bzw.
Yals =yl
7m = HmTll(l _gtlm) +O(H)+O(H ™)e, (2.3.49)

Bis hierin war die Analyse noch mathematisch korrekt. Nun wird postuliert, dass die
beiden ,,0”-Terme rechts in (2.3.49) klein genug sind, um mit
H/2

(m) Ynt1 —y! 1
~(m) . n-+ n+
Tn—l—l T Hm+1(1 . 2_m> (2350)
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eine brauchbare Naherung fiir 7, (m +% zu erhalten. Dazu wird oft e, = 0 angenommen, d.h.:

Man betrachtet den Abschneidefehler entlang der diskreten Approximation (y,), anstatt
entlang der ,richtigen” Losung wu(t). Alternativ kann man sich auch auf die Annahme
einer hoheren Approximationsordnung e, = O(H™"!) abstiitzen, was durch die folgende
Diskussion nahegelegt wird.

2.3.2 Adaptive Schrittweitensteuerung

Mit der obigen Schatzung fiir T, +% wird nun geméf einer der oben angegebenen Strategien

eine neue Schrittweite h,4; bestimmt, also etwa als (Strategie I):

1/m

TOL

I <L> | (2.3.51)
KT|75%|

Zur Kontrolle wird noch iiberpriift, dass nicht h,,; < H, was die Brauchbarkeit der

Schétzung 7, Fm +% in Frage stellen wiirde. Insgesamt ergibt smh also der folgende Algorith-

mus zur adaptiven Schrittweitenwahl und Fehlerkontrolle:

(i) Sei die Ndherung vy, ~ u(t,) berechnet, mit der letzten Schrittweite h, . Wahle
H = 2h,, und setze probeweise t,,1 :=1t, + H.

(ii) Berechne yZ.; und y ﬁ , und bestimme die Schatzung des Abschneidefehlers geméaf

(2.3.50) und die daraus resultierende Schrittweite h,,; etwa aus (2.3.51).
(iii) Uberpriife, ob hy,41 < %H =hy (zB.: hpy < iH).

a) Wenn ja: Die Schitzung fir 7‘ i ist zu grob. Wiederhole Schritt (i) mit H =
2hy,11 . (Beende die Rechnung, falls H < Ay !).
b) Wenn nein: Setze h,1 = H,t,+1 = t,+H und akzeptiere die beste verfiigbare

Néiherung Ynt1 = yf—i{f zu u(tn—l—l) :

Eine noch bessere Naherung zu u(t,+1) erhélt man durch eine Linearkombination der
beiden Werte yf ﬁ und y2,, (,Prinzip der Extrapolation zum Limes H = 0%):

ogm,, H/2

Ynt1 — yn m
u(tn+1) = 2;1_1 +1 O(H +1).

Heuristische Grundlage dieses Schritts ist die postulierte ,,asymptotische” Entwicklung
Y1 = ultnrr) + @™ (tup) H™ + O(H™) (2.3.52)

mit einer H-unabhéngigen Funktion a™(t). Wir werden uns spéter noch eingehender mit
der Extrapolation bei der Losung von AWAn befassen.
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Bemerkung: Die Schrittweitenkontrolle durch Schrittweitenhalbierung ist prinzipiell fiir
jede Einschrittmethode anwendbar. Sie ist orientiert am lokalen Abschneidefehler,

= h;l{u(tn) . u(tn_l)} — F(hs b, ) s

den man durch Einsetzen der exakten Losung w in die Differenzengleichung erhélt, und
basiert auf der diskreten Stabilitdt des L-stetigen Differenzenoperators. Dieser Ansatz
fiihrt zunéchst auf a prior: Fehlerabschiatzungen, die erst danach durch Schétzung des
Abschneidefehlers 7,, in verwendbare a posteriori Fehlerabschdtzungen umgewandelt wer-
den. Die Methode zur Schrittweitenwahl durch lokale Eztrapolation ist im Prinzip auch
fiir 4mplizite Einschrittformeln anwendbar (Ubungsaufgabe).

Ein alternativer Zugang bedient sich des Residuums der diskreten Losung {y, },, wel-
ches man durch Einsetzen einer geeigneten Interpolierenden 3" (etwa stiickweise linear)
von {y,}, in die Differentialgleichung erhélt:

R(y") :==y" = f(t.y"), tel.
Damit geniigt 4" der gestorten Gleichung
y"' = flt.y") + RY"), tel,

und man erhélt iiber die Stabilitat des Differentialoperators (Satz 1.4) direkt eine a po-
steriori Abschitzung fiir den Fehler e := y" — u durch das bekannte Residuum R(y"):

o (0 = o) < 7 {1 = woll + Tmax [ RGP (2.3.53)
Hierbei besteht aber das Problem, dass unter Umsténden, insbesondere bei Verfahren
héherer Ordnung, das heuristisch gebildete Residuum nicht mit der richtigen Ordnung
gegen Null geht und der Fehler somit grob iiberschitzt wird. Diesen Zugang zur Feh-
lerschéitzung werden wir spéter im Zusammenhang mit den sog. Galerkin-Verfahren zur
Losung von AWAn weiter verfolgen.

Bemerkung: Die kritische Schwéche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite Euler-Verfahren basierend auf der a priori Fehlerabschétzung
(2.3.46) ist die moglicherweise starke Unterschétzung der Fehlerkonstante K, wenn sie
einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite orientieren sich analytische a priori
Abschétzungen von K zwangslaufig am schlimmsten Fall und fiihren zu grober Uberschiit-
zung des tatséichlichen Fehlers und damit zu ineffizienter Schrittweitenkontrolle. Ein An-
satz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung

en = n_1 4+ hof' (tn, yn)en + haTo(u) + hp,O(€2), (2.3.54)

fiir den Fehler e, = u,—y, , mit Anfangswert eq = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7,,(y,) ~ 7,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

En=FE, 1+ hof' (tn,yn)En + hnTo(yn), 0<n <N, (2.3.55)

verwendet werden, um eine Schétzung fiir den Fehler E, ~ e, zu gewinnen.
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2.3.3 Numerischer Test

Fir die AWA
‘(t) = —200tu(t)®, t>-3, wu(-3)=1/901,

u
mit der Losung u(t) = (1 + 100¢?)~! wurde der Wert u(0) = 1 approximiert mit
— dem Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung
Yn = Yn1 + shal{kr + ko), k1= fta1,¥n1), ko= f(tn,Ynr + haka) .
— mit dem , klassischen” Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{/ﬁ + 2]{72 + 2]{73 + ]{74},
ki = f(tn—layn—l)a ko = f(tn—1/27 Yn—1 + %hnkl)a
ks = f(tn_1/2,Yn—1+ %hnk2)7 ks = f(tn; Yn—1 + hnks).

Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei geméfl der obigen Strategie

yals =yl |yl
h™ o i ~ TOL = L
HT (=2 P

Bei 17-stelliger Rechnung ergaben sich folgende Resultate:

Rechnung mit variabler Schrittweite

Ordnung | eps Bomin Rmax Fehler # Auswertungen
5 107 1 2,5-107%1(3,8-107* | 1,3-10°°¢ ~ 16.000
m =
1072 7,3-1009]1,2-107* | 2,7-10°¢ ~ 384.000
107° 16,6-107*|1,0-107' | 2,9-10°¢ ~ 1.200
m=4
107171 1,9-107%{2,9-1073 | 1,7-10710 ~ 2.000

Rechnung mit fester Schrittweite

Ordnung h Fehler | # Auswertungen

m=2 |5-107°5|3-107° ~ 120.000
m=4 |5-1073|3-107°¢ ~ 2.000
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2.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1: (Praktische Aufgabe)
a) Man berechne Ndherungslosungen fiir die AWA

u'(t) = =200t u(t)?, to:=-3<t<3, wu(-3)=-——
mit Hilfe der expliziten ,,Polygonzugmethode*

yn:yn—l‘l'hf(tn—l,yn_l), nzl,...,N:: 4/h,

fiir die (konstanten) Schrittweiten h = 27% i =5,...,10. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 1 mit dem Wert w(1) der exakten Losung u(t) = (1+100¢%)~*
in einem logarithmischen Plot (Logarithmus des absoluten Fehlers als Funktion von h
bzw. i =0,1,2,...).

b) Man wiederhole die Rechnung mit der sog. ,,(impliziten) Trapezregel*

1
yn g y’n—l + §h{f(tn’yn) + f(tn_l,yn_1>}’ n = 1’ ey N = 6/h,
und vergleiche die beobachteten ,, Konvergenzordnungen®:
|u(3) — yn| = O(RP).

Wie verhiilt sich das dieses Verfahren fiir die grobere Schrittweite A = 274 ? Man versuche,
den beobachteten Effekt zu erkléren.

¢) Man untersuche die Konvergenz der folgenden, aus den mit der Trapezregel gewonnenen
Werte y](f,) zur Schrittweite h; gebildeten Approximationen

(i 1 i - ,
yj(\,) = §{4y](\,) — y](\, 1)}, 1=2,..8.

Die beobachteten Phénomene werden im Verlauf der Vorlesung erklért werden.

Aufgabe 2.2: a) Man rekapituliere den Begriff der ,Konsistenz* und den der ,Kon-
sistenzordnung® einer (expliziten) Einschrittformel vy, = y,—1 + hF(h;t,_1,Yn_1) zur
Approximation der Differentialgleichung u'(t) = f(t,u(t)) .

b) Man gebe die Konsistenzordnungen der folgenden Differenzenformeln an:

(i) Modifizierte Euler-Formel:
Yn = Yn—1 + hf(tn—l + %h, Yn—1 + %hf(tn—layn—l));

(ii) 3-stufige Runge-Kutta-Formel:

Yn = Yn—1 + %h{kfl + 5]{32 + 4]’{53}, kl = f(tn—b yn—l)>
ke = f(tn—1+ 3h,Yn—1 + $hk1), ks = f(tno1 + 3h, yn—1 — Shky + 2hks).
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Aufgabe 2.3: Das allgemeine (explizite oder implizite) Runge-Kutta-Verfahren hat die
Form

Yn = Yn—1 + hnF(hna tn—lv yn—l)

mit der Verfahrensfunktion
R R
Flhit,r) = Y ekolhit, o), kolhit,x) = £+ hap o+ 07 boks),
r=1 s=1

mit Konstanten c,, a,, b,s. Im Fall b, =0 fiir s > r ist das Schema explizit. Man zeige:

a) Dieses Verfahren geniigt der Lipschitz-Bedingung (L)
[F(hit, x) = F(h;t, 2)|| < Lo -z,

wenn die Funktion f(¢,x) (bzgl. x) Lipschitz-stetig ist.

b) Das Verfahren ist genau dann konsistent, wenn Zle ¢ =1 ist.

Aufgabe 2.4: Bei der Durchfiithrung einer expliziten (L-stetigen) Einschrittmethode wird
wegen des unvermeidbaren Rundungsfehlers eine gestorte Rekursion

'gn - 'gn—l + hnF(hna tn—la'gn—l) +én, N 2 1>

gelost. Die ,lokalen“ Fehler verhalten sich dabei wie ||e,|| ~ eps ||y.|| , wobei eps die sog.
»Maschinengenauigkeit” (maximaler relativer Rundungsfehler) bezeichnet. Man beweise
die Abschitzung (Stabilitdtssatz)

o < - B 1 }
10 = wta) | < K (ta){ 30 = woll + (ta = to) maax 7l +eps max b lumll},

wobei 7, den Abschneidefehler der Differenzenformel bezeichnet.

Bemerkung: Dies zeigt, dass bei einer Verkleinerung der Schrittweiten h,, {iiber eine ge-
wisse Grenze hinaus der Gesamtfehler wieder anwachsen wird. Ferner wird die Wahl der
Fehlertoleranz e ~ eps ||y, ||/, bei der automatischen a posteriori Schrittweitenkontrolle
nahegelegt.

Aufgabe 2.5: (Praktische Aufgabe)
Man berechne Néherungslosungen fiir die AWA

u'(t) =sin(u(t)), t>0, u(0)=1,
mit Hilfe
- der Polygonzugmethode,
- der modifizierten Euler-Formel,

- des “klassischen” Runge-Kutta-Verfahrens 4-ter Ordnung,

jeweils fiir die (konstanten) Schrittweiten h; =27%i=1,...,8.
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Man bestimme ,experimentell” die Konvergenzordnungen p der Verfahren fiir die Ap-
proximation des Losungswertes u(10) aus den berechneten Ndherungen y](f,) ~ u(10) zu
Schrittweiten h; nach der Formel

pe L yfv—yfv_l)

— log( = — ).
log(2) Yty

Man rekapituliere die Begriindung dieser Formel.

Aufgabe 2.6: Man betrachte das implizite Euler-Schema

Yn = Yn—1 + hnf(tnu yn)7 tTL Z tOv Yo = Ug,

zur Diskretisierung der iiblichen L-stetigen AWA o/(t) = f(t,u(t)),t > to,u(ty) = uo.
Man beweise mit den Mitteln der Vorlesung unter der Annahme einer geeigneten Schritt-
weitenbedingung die a priori Fehlerabschitzung (mit einem geeigneten v > 0)

Iy = u(t)ll < = {Jlyo — woll + 3T max {hn _max [ ()]} }.

te[tmflvtm]

Aufgabe 2.7: (i) Man beweise zunéchst die beiden Abschéatzung

Al S
71 3 ot [N I
e~ un [l

< ||.§L’—Z||,

fiir beliebige Vektoren z,y,2 € RY mit [|z]| > 1, |ly]| > 1, ||z|| < 1. (Hinweis: Zum Nach-
weis dieser Abschitzungen darf | geometrisch® argumentiert werden; analytische Beweise
sind aber auch willkommen.)

(ii) Die Funktion f(t,2) geniige fiir ein p > 0 auf dem , Schlauch*
U, = {(t,x) el x Rd‘ |z —u(t)|] < p}, I =to, to + T,

um die Losung u(t) der zugehorigen AWA u/(t) = f(t,u(t), t € I, u(ty) = wuop, der
iiblichen Lipschitz-Bedingung mit Konstante L;. Fiir (¢,2) € (I x R?)\ U, sei gesetzt

x — u(t)

e —ag) O

T, =p

so dass stets (t,z,) € U, ist. Man zeige, dass dann die modifizierte Funktion

7 [ fx), (tx) €U,
f(t,l') '_{f(t,flfp), (t,x)E(IXRd)\Up,

auf ganz I x R? stetig und sogar global Lipschitz-stetig ist mit derselben Konstante L.
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Aufgabe 2.8: Die (nicht-autonome) AWA u/(t) = f(t,u(t)), t > to, u(to) = uo,
geniige der iiblichen (globalen) Lipschitz- und Monotonie-Bedingung. Man zeige mit den
Argumenten der Vorlesung, dass dann die implizite Euler-Methode

Yn = Yn—1 + h’nf(tnvyn)v n > 17 Yo = Uo,

ohne Schrittweitenrestriktion Naherungen y,, liefert, welche im Fall sup,.,, || f(¢,0)| < M
beschrénkt bleiben:

sup ||y, || < M.

n>1

(Hinweis: Man passe die Argumentation der Vorlesung zum Nachweis der globalen a priori
Fehlerabschétzung fiir das implizite Euler-Verfahren an die vorliegende Fragestellung an,
ohne letzteres Resultat explizit zu verwenden.)

Aufgabe 2.9: Man zeige exemplarisch fiir das Heunsche Verfahren 2-ter Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{f(tn—layn—l) + f(tna Yn—1 + hnf(tn—layn—l))}a

dass der Abschneidefehler einer expliziten Runge-Kutta-Formel m-ter Ordnung eine Dar-
stellung der Form

7o =7 (ta) ) + O (R )
erlaubt, wobei die sog. ,fithrende Abschneidefunktion 7(™(¢) nicht von h, abhingt.

(Hinweis: Man treibe einfach die zur der Ermittlung der Konsistenzordnung der Differen-
zenformel angesetzten Taylor-Entwicklungen um eine Stufe weiter.)

Aufgabe 2.10: Man rekapituliere die in der Vorlesung angegebene ,, Methode der Schritt-
weitenhalbierung® zur Schiatzung des Abschneidefehlers expliziter Einschrittverfahren und
beantworte dabei die folgenden Fragen:

(i) Wie lauten die Formeln, wenn statt mit ,, Schrittweitenhalbierung® mit ,,Schrittweiten-
viertelung“ gearbeitet wird?

(ii) Ist diese Methode auch fiir implizite Einschrittverfahren
Yn = Yn—1 + h’nF(h’rm tn—la Yn—1, yn)
mit L-stetiger Verfahrensfunktion F'(h;t,-, ) anwendbar?

Aufgabe 2.11: Man zeige fiir (global) L-stetige und (strikt) monotone AWAn im Sinne
der Vorlesung unter der Schrittweitenbedingung

2\
h = h, < =,
e I
dass das explizite Euler-Verfahren, v, = y,—1 + hnf(ta_1,Yn-1), n > 1, yo = up, global
konvergiert, d. h. es gilt eine globale Fehlerabschétzung der Form

_ < n >
g — uta)ll < € max {h, max [u”|[},  tn = to.
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Hinweis: Man versuche (angelehnt an den Beweis der globalen Konvergenz des impliziten
Euler-Verfahrens aus der Vorlesung) die Abschitzung (x = 2\ — hL?)

8 ..
len]* < = max ||| (fiir kh < 1).
K< 1<v<n

induktiv zu beweisen.

Hierzu konnten sich 2|e,||>—2(en—1,€n) = |lenll*+|/én —en—1||*—||€n—1]/* und die Youngs-
che Ungleichung, 2ab < e~ 1a? + ¢b?, als niitzlich erweisen.

Bemerkung: Diese Aussage folgt auch aus dem ,,globalen* Konvergenzsatz der Vorlesung,
da unter den gestellten Bedingungen die Losung der AWA exponentiell stabil ist. Dies
zeigt die Leistungsfahigkeit dieses allgemeinen Satzes.

Aufgabe 2.12: Die kritische Schwéche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite FEuler-Verfahren basierend auf der allgemeinen lokalen a priori
Fehlerabschétzung aus der Vorlesung ist die moglicherweise starke Unterschétzung der
Fehlerkonstante K , wenn sie einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite ori-
entieren sich analytische a priori Abschéitzungen von K zwangsldufig am schlimmsten Fall
und fithren zu grober Uberschitzung des tatséchlichen Fehlers und damit zu ineffizienter
Schrittweitenkontrolle.

Ein Ansatz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung
en = n_1 4+ hof' (tn, yn)en + hnTo(u) + h,O(e2),

fiir den Fehler e, = u,—y, , mit Anfangswert eq = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7,,(y,) ~ 7,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

En - En—l + hnf/(tna yn)En + hnTn(yn)a 0 S n S N>

verwendet werden, um eine Schétzung fiir den Fehler E, =~ e, zu gewinnen. Man zeige,
dass fiir diese Schétzung gilt:

J— — 2
i [len — Bl = O( max flea||”)-

Aufgabe 2.13: (Praktische Aufgabe)
Man berechne eine Naherungslosung fiir die AWA

1
'(t) = =200t u(t)®, t>-3 —3) = —
auf dem Intervall I = [—3,3] mit Hilfe der Heunschen Formel 2. Ordnung unter Ver-

wendung der Strategie zur Schrittweitensteuerung aus der Vorlesung. Als angestrebte
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Fehlertoleranz withle man ¢ = 107°, als Fehlerkonstante K = 10 und als Startschritt-
weite hg = 1072. Man beurteile die Giite der Schrittweitensteuerung durch Vergleich mit

der exakten Losung
1

t) = ——.

) = 002

Fiir welche konstante Schrittweite wiirde man dieselbe Genauigkeit erzielen, und wieviele
Funktionsauswertungen f(¢,x) sind jeweils erforderlich?
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Einschrittmethoden




3 Numerische Stabilitit

3.1 Modellproblemanalyse

Eine Lipschitz-stetige und (strikt) monotone AWA
u(t) = f(t,u(t)), t>to, wu(te)=uo, (3.1.1)

hat im Falle sup,. || f(t,0)|| < oo eine globale, gleichméBig beschrinkte Losung. Ist
f(t,0) = 0, so fallt diese Losung sogar exponentiell gegen Null ab. Seien L(t) die
Lipschitz-Konstante und A(t) die Monotonie-Konstante der Funktion f(¢,-). Wir haben
gesehen (siche Ubungsaufgabe), dass das Polygonzugverfahren eine analoge Eigenschaft
besitzt, wenn die strikte Schrittweitenbedingung

. 2)\71—1
i) 19

erfiillt ist. Fiir solche Schrittweiten ist das Verfahren also ,, numerisch stabil“. Anhand der
skalaren Testgleichung

u'(t) = du(t), NeC, (3.1.3)
(L = |\|) sieht man, dass die Bedingung (3.1.2) i. Allg. scharf ist. Fiir A € R, A <0, gilt
Yn = (L +hN)yp—1 = ... = (1 + hA)"yo,

d.h.: Fiir b > 2|\,_1|/L?_, = 2/|\| wiichst die diskrete Losung exponentiell, fiir h =
2|\,_1|/L2_, = 2/|)\| bleibt sie beschriinkt (absolutbetragsméBig sogar konstant) und fiir
h < 2|\,_1|/L% | =2/|)\| fillt sie exponentiell.

Zur Illustration betrachten wir folgendes Beispiel
u'(t) = —200tu(t)*, t>0, u(0)=1,

mit der Losung u(t) = (1 + 100t2)~1.

Tabelle 3.1: Beispiel numerischer Instabilitt.

N1 oh lyn — u(3)]
50 | 0.06 ~2-1078
25 | 0.12 ~2-1076
20 | 0.15 ~T7-107

1510.2 overflow (103%)

20 | 0.1538 ~T-107°
19 | 0.1579 | overflow (103%)
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Es soll der Wert u(3) = 1/901 mit Hilfe des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens appro-
ximiert werden. Nach den Ergebnissen zur Konvergenz dieses Verfahrens diirften dabei
keine Probleme auftreten, insbesondere da die Losung w(t) fiir ¢ — oo sehr glatt ge-
gen Null abféllt. Man ist daher versucht, mit relativ groflen Schrittweiten zu rechnen.
Bei 17-stelliger Rechnung erhélt man jedoch das in folgender Tabelle wiedergegebene
bedenkliche Resultat (N = Schrittzahl). Offensichtlich zeigt das ansonsten sehr gutar-
tige Runge-Kutta-Verfahren bei diesem Problem eine numerische Instabilitit, wenn die
Schrittweite zu grob ist. Im folgenden wollen wir uns mit der Analyse und Kontrolle
solcher gefdhrlichen Instabilitdten beschéftigen.

Lineare Stabilitidtsanalyse

Wir nennen zunéchst intuitiv ein Differenzenverfahren ,,numerisch stabil® fiir festes h,
wenn im Falle sup,. [|u(t)|| < co auch sup,~q||yn| < co. Zur Illustration sei das einfache
Testproblem (3.1.3) betrachtet. Das Verhalten der Losung u(t) = uge fiir ¢ — oo ist
charakterisiert durch das Vorzeichen von Re \:

ReX <0 —0
ReA=0 p = |u(t)| = |uole®* ¢ = |ul (3.1.4)
ReA >0 — 00

Definition 3.1 (Absolute Stabilitéit): Eine FEinschrittmethode heifst ,absolut stabil®
fiir ein Ah # 0, wenn sie angewendet auf das skalare Testproblem (3.1.3) fiir ReA <0
beschrinkte Niherungen erzeugt: sup,>q |yn| < 00 .

Fiir die Polygonzugmethode liegt also absolute Stabilitit genau dann vor, wenn fiir
den sog. , Verstirkungsfaktor w = w(Ah) := 14+ Ah gilt |w| < 1. Wir nennen allgemein
SG={z= M eC:|w(z) <1}

das ,,Gebiet absoluter Stabilitat® (kurz ,Stabilitétsgebiet*) einer Einschrittformel. Das
Stabilitdatsgebiet der Polygonzugmethode ist in Bild 3.1 dargestellt.

Abbildung 3.1: Stabilititsgebiet der Polygonzugmethode.
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Fiir ein festes A mit Re A\ < 0 mufl die Schrittweite A so bemessen sein, dass \h € SG
ist. Andernfalls wichst die Naherungslosung y, fiir n — oo exponentiell an, obwohl die
exakte Losung beschrinkt ist oder sogar exponentiell abfallt.

Wir wollen nun die numerische Stabilitdt der Taylor- und der Runge-Kutta-Formeln
untersuchen. Fiir das Testproblem (3.1.3) erhélt die Taylor-Methode der Stufe R die
Gestalt

hr—l
r!

R
Yn = Yn—1 + h Z )\’"yn_l.
r=1

Der Verstiarkungsfaktor ist also

hr—l ) R
-l fr_ (tn—la yn—l) = Yn-1 + h Z
’ r=1

w=>Y_ AR (3.1.5)

Da die Bestimmung des vollen Stabilititsgebietes SG = {z € C : |w(2)| < 1} schwierig
ist, beschrinken wir uns hier auf die Betrachtung des , Stabilitéitsintervalls*

SI={zeR:|w(z)| <1}.

Wir finden

Abbildung 3.2: Stabilititsgebiete der (expliziten) Taylor- und Runge-Kutta-Methoden.
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Sei F(h;t,z) die Verfahrensfunktion einer R-stufigen Runge-Kutta-Methode der Ord-
nung m = R < 4. Nach Konstruktion der Runge-Kutta-Formeln gilt dann

R
F(h;t,u) Zh

r=1

r—1

=Dt u) + O(RR) .

Fiir das Testproblem ist
R
F(h;t,u) =Y eho(hit,u)
r=1

offenbar ein Polynom in h der Ordnung R — 1. Folglich gilt in diesem Fall

F(h;t,u) Zhr_l Dt u),

r=1

d.h.: Der Verstiarkungsfaktor w der Runge-Kutta-Formeln der Ordnung (m = R < 4)
ist derselbe wie der der entsprechenden Taylor-Formeln. Also sind durch die obige Abbil-
dung fir R < 4 auch die Stabilitédtsintervalle der R-stufigen Runge-Kutta-Formeln der
Ordnung m = R gegeben.

Der obigen Stabilitdtsanalyse entnehmen wir, dass fiir Re A\ < —1 die Stabilitéit der
durch die Runge-Kutta-Methoden erzeugten Losungen die Verwendung einer entsprechend
kleinen Schrittweite h erfordert. In diesem Fall wire daher die Verwendung einer Formel
mit einem in der komplexen Ebene moglichst weit nach links reichendem Stabilitétsgebiet.
Die in dieser Hinsicht ,,optimalen® Methoden haben die folgende Eigenschaft:

Definition 3.2: Eine Differenzenmethode heifst ,A-stabil“, wenn fiir ihr Stabilitdtsgebiet
qgilt
{z € C|Rez <0} C SG. (3.1.6)

Man kann zeigen, dass explizite Methoden nicht A-stabil sein kénnen. Wir werden spéter
sehen, dass die implizite Fuler-Methode sowie die Trapezregel

Yn = Yn—1 t+ %h{f(tmyn) + f(tn—layn—l)}

A-stabil sind.

Nutzung der linearen Stabilitédtsanalyse fiir allgemeine Systeme

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,numerischen Stabilitéit* von Einschrittverfahren
fiir allgemeine (nicht notwendig monotone) Systeme 1. Ordnung der Form (3.1.1) zu. Dazu
miissen wir zundchst erkldaren, was im Folgenden unter der , Stabilitéit* der Losung einer
AWA zu verstehen ist. Basierend auf der Diskussion von ,,Stabilitat® in Kapitel 1 fithren
wir folgende Begriffe ein:
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Definition 3.3: Die (globale) Lisung u einer AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t>ty, ulty) = uo, (3.1.7)
wird ,(asymptotisch) stabil“ genannt, wenn jede Losung v der gestorten AWA
V() = f(tu(t), t>t, v(t) =ul(ts) + ws, (3.1.8)

zu einem Zeitpunkt t, > to mit einer hinreichend kleinen Storung ||w.| < § ebenfalls
global ist und folgendes gilt:

(v = W)@ =0 (¢t — o). (3.1.9)

Bemerkung 3.1: In der Literatur findet man auch noch eine Reihe anderer Definitionen
von ,,Stabilitat“ fiir die Losungen von AWAn. Statt der Konvergenz |[(v — u)(t)|| — 0
fir (t — oo) wird manchmal nur die Beschrénktheit sup,s, ||(v—u)(t)| < e fiir beliebig
kleines ¢ > 0 gefordert, wobei die GrofSe der Anfangsstorung an das ¢ gekoppelt ist:
|lws|| < d(e). Der stiarkste Stabilitéatsbegriff ist der der ,exponentiellen Stabilitdat“, bei
der

(0 = w) (O] < Ae™ ], (3.1.10)

d.h. exponentieller Fehlerabfall proportional zur Anfangsstérung, gefordert wird. Ein hin-
reichendes Kriterium fiir exponentielle Stabilitéit (und damit auch fiir asymptotische Stab-
bilitit) ist, wie wir gesehen haben, die (starke) Monotonie der AWA. Da aber auch nicht-
monotone AWA stabile Losungen haben konnen, operieren wir im Folgenden mit dem
etwas weniger einschrankenden Konzept der (asymptotischen) Stabilitét.

In Anlehnung an die vorausgehende Definition fiihren wir nun analoge Stabilitétsbe-
griffe fiir die Diskretrisierungen von AWA durch Einschrittverfahren ein.

Definition 3.4: Die AWA (5.1.7) sei mit einem Einschrittverfahren
Yn = Yn-1 + "o F'(hnitoy Yny Yn—1), n >0, Yo = up, (3.1.11)

mit L-stetige Verfahrensfunktion diskretisiert. Eine (globale) Losung (yn)n>0 heifit ,(nu-
merisch) stabil“, wenn fir jede Losung (zp)n>n. vON

Zn = Zp-1+ th(hna tm Zn; Zn—1)> n Z Ty, fne = Yn. + Wy, (3112)

zu einem Zeitpunkt t,, > to mit einer hinreichend kleinen Stirung ||w.|| < 6 gilt:
|2 —Ynll = 0 (n — o0). (3.1.13)
Bemerkung 3.2: Analog zu kontinuierlichen Fall wird die Losung (yn)n>o einer Dif-

ferenzenapproximation als ,exponentiell stabil® bezeichnet, wenn fiir jede Losung der
gestorten Diffenzengleichung gilt:

2 = gl < Aot

wel|, n > n.. (3.1.14)
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Die direkte Anwendung der anhand des Testproblems (3.1.3) gewonnenen Erkenntnisse
zur absoluten Stabilitdt einer Differenzenformel fiir allgemeine Systeme setzt folgendes
voraus:

Hypothese: Die (globale) Losung u der allgemeinen AWA sei asymptotisch stabil und
alle Figenwerte \(t) der Jacobi-Matriz f,(t,u(t)) haben die Eigenschaft Re A(t) < 0.
Dann st ein Differenzenverfahren mit einem Stabilitditsgebiet SG C C ,numerisch sta-
bil“, wenn die Schrittweiten h, so gewdhlt werden, dass gilt:

ho Mtn) €SG, n>0. (3.1.15)

Die Berechtigung dieser Hypothese ist in allgemeinen Situationen schwer zu kldren. An-
hand von Beispielen zeigt sich, dass sie falsch sein kann, wenn die Jacobi-Matrix f (¢, u(t))
nicht diagonalisierbar ist, d.h. kein vollstédndiges System von Eigenvektoren besitzt. Wir
wollen die wesentlichen Schritte zur Rechfertigung der Hypothese skizzieren.

(1) Zunéchst wollen wir diese Frage fiir das kontinuierliche Problem diskutieren. Seien also
u und v (globale) Losungen der AWAn

u'(t) = f(tu(t), t=to, ulto) = uo,
V() = f(t,u(t)), t>t., vt =u(t.) + w,.

mit einer kleinen“ Storung w, . Fiir die Differenz w := v — u gilt dann
Y d
W) = £(t0lt) = St ) = [ S f (o) + su(®)ds
0

= /0 falt,ult) + sw(t)) dsw(t) = fo(t, u(t))w(t) + O(Jw()]?)

Reduktionsschritt 1 (Linearisierung): Bei Vernachldssigung des quadratischen, und damit
kleinen“, Terms ||w(t)||* geniigt die Differenz w niiherungsweise der linearen AWA

w'(t) = fi(t,u(t))w(t), t>t., w(ty) =w,. (3.1.16)

Diese beschreibt im Rahmen einer (lokalen) differentiellen Stabilitdtsanalyse bei ¢, das
Anwachsen oder Abfallen von Stérungen. Man beachte, dass || f2(t, u(t))| ein MaB fiir die
lokale Lipschitz-Stetigkeit von f(t,x) ist.

Reduktionsschritt 2 (Lokalisierung): Nach ,Einfrieren“ des Koeffizienten zum Zeitpunkt
t, > to erhélt man das autonome (lineare) System

w'(t) = filte, u(t)w(t), t>te, w(t.) = w,. (3.1.17)

Reduktionsschritt 3 (Separation): Ist nun die Matrix A := f/(t,,u(t,)) diagonalisierbar,
so existiert eine reguldre Matrix @), so dass

QAQ™' = D = diag(\;) (3.1.18)
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mit den Eigenwerten \; € C(:=1,...,d) von A. Die Funktion w(t) := Quw(t) ist dann
Losung von

w'(t) = QAQ 'w(t) = Dw(t), t>1t,. (3.1.19)
Dieses Diagonalsystem zerféllt in die d skalaren Gleichungen
wi(t) = Nw;(t), t>t,, i=1,...,d. (3.1.20)

Das Verhalten der einzelnen Komponenten w; fiir ¢ — oo ist wieder charakterisiert durch
die Realteile von ;. Wegen der Regularitéit von @) folgt die Beziehung

Reh <0(i=1,....d) & [w@®)|<clut)], t>t.. (3.1.21)

Die Stabilitdt des diagonalisierbaren Systems (3.1.17) wird also vollstiandig durch die
Eigenwerte )\; von A beschrieben. Uber die skizzierte Argumentationskette (Redukti-
onsschritte 1 - 4) wird die Stabilitdtsanalyse fiir eine allgemeine AWA lokal auf die Un-
tersuchung der Eigenwerte der Jacobi-Matrix A = fI(t,, u(ts)), zuriickgefiihrt.

(ii) Die numerische Stabilitdtsanalyse verlduft analog in umgekehrter Richtung. Wir dis-
kutieren hier nur den kritischen Ubergang vom skalaren Modellproblem zum allgemeinen
linearen System. Die verbleibenden Schritte , Lokalisierung* und , Linearisierung“ sind
analog wie im kontinuierlichen Fall. Alle betrachteten Einschrittverfahren haben fiir das
System (3.1.17) die Form

Yn = g(hA)yn—l

mit einer rationalen Funktion ¢(z).Z.B. ist bei den Taylor-Formeln (und bei den Runge-
Kutta-Formeln mit m = R < 4)

Sei die Matrix A wieder als diagonalisierbar angenommen. Wir setzen ¢, = Qy, und
finden

Yn = Qyn = Qg(hA)yn—l = Qg(hA)Q_l'gn—l .

Aufgrund eines allgemeinen Satzes {iber analytische Matrizenfunktionen ist

Qg(hA)Q™" = g(hQAQ™") = g(hD),

und folglich
'gn = g(hD)gn—l = g(hD)ngO 5
bzw.

Uni = g(hN) "o, i=1,...,d.

Wegen der eindeutigen Kopplung 7, = Qy,, konnen wir uns bei der Stabilitédtsbetrachtung
also auf die skalare Differentialgleichung u'(t) = Au(t) beschrénken, wobei der Parameter
A € C die Eigenwerte der Matrix A durchlduft. Es sei betont, dass die entscheidende
Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Uberlegung die angenommene Diagonalisierbarkeit
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der Matrix A, d.h. im allgemeinen Fall der Jacobi-Matrix des Systems, ist. Andernfalls
kann, wie Gegenbeispiele zeigen, die vereinfachte skalare Analyse beim Ubergang zu Sy-
stemen zu Fehleinschéatzungen fithren. Die ebenfalls vorgenommene lokale Linearisierung
sowie das , Einfrieren* der Koeffizienten ist dagegen weniger kritisch.

Beispiel 3.1: Bei dem nichtlinearen Problem vom Anfang dieses Kapitels
u'(t) = —200tu(t)*, te€[0,3], wu(0)=1,

gilt entlang der Losungstrajektorie

Folt, ult)) = —400tu(t) = ——2V i, .t (1) = ~20.

1+ 100¢2° t€[0,3

Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit dem Stabilitétsintervall ST ~ [—2.78, 0]
impliziert dies die Schrittweitenbeschrankung h < 2.78/20 = 0.139. Da die L-Konstante
bei diesem nichtlinearen Problem auflerhalb des relativ kleinen Intervalls [0, %] iberall
< 16 ist, wird die Instabilitdt im Bereich h ~ 0.14 nur schwach in Erscheinung treten.
Tatséchlich beobachten wir die ,,Explosion® erst bei h ~ 0.158.

Gegenbeispiel zur ,,skalaren“ Stabilititsanalyse

Der Vollstéandigkeit halber geben wir ein Beispiel an, welches zeigt, dass die der auf Linea-
risierung beruhenden numerischen Stabilitdtsanalyse zugrundeliegende Hypothese auch
falsch sein kann. Fiir Parameter pu < 0, ¢ > 0, € R betrachte man das System

u'(t) = Au(t), uw0)=1u’, (3.1.22)

-1 u
0 -1

Die zeitabhingige Matrix U(t) ist unitédr, U(t)U*(t) = I (Drehung um den Winkel —at
im R?). Der Vollstéindigkeit halber wollen wir die Matrix A(¢) ausrechnen:

-1 u c s
0 -1 —s ¢
—sin at cos at cos? at ] )

—sin? at sin at cos ot

A=c"U)AU(t), A= , U@) =

—sinat cosat

[ cosat sinat ]

A(t) = U () AU (t) = = [ ¢

€l s ¢
1
=— | -1
(o

Anwendung der A-stabilen Trapezregel auf (3.1.22) ergibt

Fiir transformierte Variable v(t) = U(t)u(t) gilt

V'(t) =U'(t)u(t) + U(t)u'(¢)
= [U'(U*(t) + e ' UR)U* () AU (H)u(t) = [U'(#)U*(t) + e Alu(t)



3.1 Modellproblemanalyse 81

und somit
-1
S = Bolt), B | Y HEta (3.1.24)
—a  —1/e
Das System (3.1.24) hat die allgemeine Losung
v(t) = c; M 4 ey et (3.1.25)

mit den folgenden Eigenwerten und zugehorigen Eigenvektoren der Matrix B :

+v/a+ puje
V—a

)\172 = —5_1 + \/—Oé(Oé + ,UE_l), Cl2 =

Einschub: Setze aa = -3, pu=3, e= % . Dann wird

M =-34+30-3)=3(2-1)>12,

d.h.: Die Losung v(t) von (3.1.24) wichst fiir ¢ — oo wie e'?* | obwohl die Eigenwerte
des ,aquivalenten“ Systems (3.1.22) alle negativ sind.

Wir schreiben (3.1.23) in der Form
Fiir die transformierte diskrete Variable z, = U(t,)y, gilt dann wegen

[ — e hU* (tpi1) AU (tpgaJynsr = [ + s RU*(t,) AU (t,) |yn
U (tns1)[ — 367 hAJU (b1 )yngr = U*(t)[1 + 27 RAJU (8,)yn

auch
Znit = [ — 36 RAIT U (b)) U () [ + 267 hA] 2,

bzw.
Znp1 = [ — 2eTTh AU ()T + 37 hA]z, = M z,. (3.1.27)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dass (geometrisches Argument)

cos at, sin o, cosat, —sinat,
U(tn+1)U*(tn) _ [ +1 +1 ] ] [ ]

—sinat, 1 cosat,i sin adt,, cos at,

cos atyyq cosat, +sinat, 1 sinat, —cosat, i sinat, +sinat, 1 cosat, ]

—sinat, 1 cosat, + cosat, 1 sinat, sin at,, 11 sin at,, 4+ cos at, 1 cosat,

cosah sinah

— U(h).

—sinah cosah
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Beachte, dass M auch unabhéngig von t ist. Da U(t) unitér ist, ||U(t)z| = ||z|, gilt
fiir die Losung y,, von (3.1.23) fiir ¢ =0:

[ynll = U () 2nll = [|U (t0) M™U (to)yoll = |U (&) MU 0)yoll = || M yol| -

Wir berechnen nun die Eigenwerte von M , um entscheiden zu kénnen, ob die diskreten
Losungen y, anwachsen oder abnehmen. Setze 7= —ah, a <0, &= —iahz. Dann
erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

M=[irT— A cos(=) sin(=) ] A+ 4]

—sin(—7) cos(—7)

— I = A 4T+ O el + A, T = [ - ]

(A7 — A7V ArT + Al — 7AT TA+ O(77)
[%TA_l — I]_l[%TA_l + 1 —TATYJA + O(7?)
—I —TA I+ JA] + O(1%).

Nun ist
-1 - 1 1
Al = Pl 14Ja=
0 -1 -1 1+p
und somit
—14+p —(14p+p?
M=—-1-71 po () +O(1%).
1 —1—pu

Die Eigenwerte von M sind ndherungsweise mit den Wurzeln A, des (gestorten) cha-
rakteristischen Polynoms

X(A) = N+ 2X + p + 2

gegeben als
po=—1—T7Ao+ O(T?),

wobel
>\172:—1:l: —1—M

Die Wurzel Ay = —1 + /=1 — p ist positiv, wenn p < —2. In diesem Fall wird (fiir
hinreichend kleines 7 = —ah )

| > 1.

Die A-stabile Trapezregel erzeugt dann exponentiell anwachsende Naherungen vy, =
U*(t,)z, zu der exponentiell abfallenden Losung wu(t,) .

Dieses Beispiel zeigt, dass zur Behandlung , nicht diagonalisierbarer” Systeme die nu-
merische Stabilitatstheorie der skalaren Gleichungen nicht ausreicht.



3.1 Modellproblemanalyse 83

3.1.1 Steife Probleme

Die numerischen Stabilitdatseigenschaften einer Differenzenformel sind von essentieller Be-
deutung fiir die Integration sog. ,steifer Probleme.

Definition 3.5 (Steifheit): Eine AWA heifst ,steif“ (entlang einer Liosung u(t)), wenn
fir die Figenwerte \(t) der Jacobi-Matriz fL(t,u(t)) gilt:

MaXRe A(t)<0 |Re )\(t)|
t) = 1. 3.1.28
Ai(?) Milirero<o |REAE)] (3.1.28)

Die Grifie k(t) wird ,Steifigkeitsrate” genannt.

Bemerkung 3.3: Die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix fI(¢,u(t)) stehen in
enger Beziehung zur Lipschitz-Konstante L; von f(t:):

If(t2) = (&)l < max 1£2(8 Ol = yll < Lylle =y,

| Re Amax| < [Amax| < Hf;(t,u(t))”

Es ist zu beachten, dass bei der Bestimmung der Steifigkeitsrate nur die Eigenwerte mit
negativem Realteil beriicksichtigt werden. Diejenigen mit positivem Realteil gehoren zu
exponentiell wachsenden Losungskomponenten und bedingen auf jeden Fall eine entspre-
chende Schrittweitenrestriktion. Steife Probleme zeichnen sich demnach durch Losungs-
komponenten mit stark unterschiedlichem Abklingverhalten aus. Es ist aber nicht gerecht-
fertigt, eine skalare AWA als  steif zu bezeichnen, nur weil ihre Lipschitz-Konstante L
sehr grof ist. Denn in diesem Fall miifite ja des Diskretisierungsfehlers wegen sowieso mit
einer entsprechend reduzierten Schrittweite gerechnet werden.

Beispiel 3.2:

—21 19 —20
u'(t) = Au(t), w(0) = (1,0,-1)",  A=]| 19 —21 20 |,
40 —40 —40

Die Eigenwerte von A sind \; = =2, Ay 3 = —40 £ 407 . Die Losung des Systems ist

uy(t) = 2e7 + Le7"% [cos 40t + sin 401
us(t) = s — e [cos 40t + sin 40¢]
uz(t) = —e % [cos 40t — sin 40¢].

Im Bereich 0 < ¢t < 0.1 variieren alle drei Losungskomponenten schnell, so dass die
Notwendigkeit einer kleineren Schrittweite h < 0.1 plausibel ist. Fiir ¢ > 0.1 sind
dagegen wu, ~ us nahezu identisch und variieren sehr langsam, wihrend wus ~ 0 ist. Dies
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Verhalten legt die Wahl einer groberen Schrittweite A > 0.1 in diesem Bereich nahe. Fiir
die explizite Euler-Methode erzwingt jedoch die Stabilitdtsbedingung |1 + 40h| < 1 die
globale Schrittweite h < 0.025. Tatséchlich erhalten wir bei Verwendung von h = 0.04
eine oszillierende Approximation von w;(“ e “) im Bild.

Abbildung 3.3: Ldsungskomponenten einer ,steifen AWA und instabile numerische Ap-
proximation e “.

Beispiel 3.3: Bei ortlicher Diskretisierung der (1-dim.) Warmeleitungsgleichung

v A v(0,t) = v(1,¢t) =0
E(xut) - @(.f',t),

mittels des zentralen Differenzenquotionten zweiter Ordnung

2
@(x,t) ~

By [v(z + Az, t) — 20(z, 1) + v(z — Az, t)]

1
Az?

entsteht ein System von d = ﬁ — 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen in den Unbe-

kannten u;(t) ~ v(z;,t):

() = ﬁ it () — 2u(t) + w1 (8)], i=1,....d (o= tgss =0).

Die zugehorige Koeffizientenmatrix
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[ 2 1 0
1 =2
1
A — S Ra*d
Ax? ©
-2 1
| 0 I =2 ]
hat die Eigenwerte
sin(jrAx/2)2 . 4 2
L = ——_— 7 :]_d )\maXN_—y )\mlnN_ .

)‘j [ A[L’/2 ] ) J ) Ha] AIQ &

Das System ist also umso steifer, je feiner die Ortsvariable diskretisiert wird. Fiir das
explizite Euler-Verfahren erzwingt die Stabilitdtsbedingung dann die Schrittweitenrelation

h<%A:p2.

3.1.2 Implizite Verfahren

Zur Integration eines steifen Systems mit nicht bekannter Steifigkeitsrate werden Diffe-
renzenformeln mit moglichst guten numerischen Stabilitédtseigenschaften benétigt, d.h.
moglichst A-stabile Methoden. Da explizite Formeln nicht A-stabil sein konnen, werden
zur Integration steifer Systeme fast ausschlieilich implizite Methoden verwendet. Das all-
gemeine implizite Einschrittverfahren hat die Gestalt

Yn = Yn—1 + h’nF(h’na tn—la Yn—1, yn) ) n Z 1. (3129)

Von grofler praktischer Bedeutung sind die sog. ,,impliziten Runge-Kutta-Formeln*
R
Yn = Yn-1 + Z Crkr(h'n; tn—la yn—l) ) n Z 1a (3130)
r=1

R
kr(hna tn—lv yn—1> = f(tn—l + hnara Yn—1 + h'n Z brsks(hn; tn—la yn—l))7 r= 17 sy R

s=1

Diese Formeln sind trotz ihrer scheinbar expliziten Form natiirlich implizit, da die k,
als Losungen eines i. Allg. nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt sind. Der einfachste
Vertreter fiir R =1 ist die ,,implizite Euler-Methode*

Yn = Yn—1 + o f(nyn), n =1 (3.1.31)
Fiir das Testproblem (3.1.3) ergibt sie
Yn = (]- - )‘h)_ny()?

mit dem Verstirkungsfaktor w = (1 — Ah)~!. Das Stabilitéitsgebiet ist also das Komple-
ment der offenen Kreisscheibe {z € C: |1 — z| < 1}, d.h.: Die implizite Euler-Methode
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ist A-stabil. Fiir Re A > 0 ist sie allerdings auch fiir |1 — Ah| > 1 absolut-stabil; sie kann
also Beschranktheit der Losung w(t) vorgaukeln, auch wenn wu(t) exponentiell wéchst.
In letzterem Fall (fiir Tm A = 0!) ist jedoch (1 — Ah)™! < 0, d.h.: Die Ndherungswerte
yn haben oszillierende Vorzeichen fiir n — oo, was immer ein Zeichen fiir irgendwelche
numerische Instabilitét ist.

Abbildung 3.4: Stabilititsgebiet der impliziten Euler-Methode.

Aufgrund der grofleren Anzahl von freien Parametern der impliziten Runge-Kutta-
Formeln 148t sich bei gegebener Stufenzahl R eine héhere Ordnung erzielen als mit expli-
ziten Formeln dieser Art. Insbesondere lassen sich implizite Runge-Kutta-Formeln beliebig
hoher Ordnung konstruieren, die gleichzeitig noch A-stabil sind.

Beispiel 3.4: Die 2-stufige Formel

Yn = Yn-1 + sh{ki + ka},
kl = f(tn—l + (% + %)ha Yn—1 + ihkl

+ (5 + ¥)hky)),
ko = f(tn-1+ (5 — ?)h,yn_l +(3 - ?

1

1

Yhky + Lhks),
hat die Ordnung m = 4. Ihr Verstarkungsfaktor ist

1+ 31h+ 507
w:—1—iﬁ+iﬁ2’ h=hA\,
2 12

und ihr Stabilitdtsintervall ST = (—o0,0].

Ein Nachteil dieser ,,optimalen, impliziten Runge-Kutte-Formeln ist, dass bei ihrer An-
wendung in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme der Dimension Rd gelost werden miissen.
Um dies zu vermeiden verwendet man in der Regel sog. , diagonal-implizite® Runge-Kutta-
Formeln (sog. ,,DIRK*), welche zwar eine etwas geringere Ordnung haben, aber wegen ih-
rer speziellen Struktur nur die Losung von Sytemen der Dimension d erfordern. Dies wird
dadurch erreicht, dass die in der Darstellung (3.1.30) die Koeffizienten b.s = 0, s > r,
gewahlt werden.
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Beispiel 3.5: Die allgemeine 3-stufige, diagonal-implizite Runge-Kutta-Formel

Yn = Yn—1 + h{Cll{Zl + 02]{32 + 03]{73},
k1= f(ta—1,Yn—1), ko= f(tnm1 + azh, Yyn—1 + hba ki + hbxpks),
ks = f(tan—1 + ash, y,—1 + hbs1k1 + hbsako + hbssks),

hat die maximale Ordnung m = 3. Ihr Stabilitétsintervall ist ebenfalls SI = (—o0,0] .

3.2 Losung monotoner Probleme: Newton-Verfahren

Das Hauptproblem bei der Anwendung impliziter Differenzenverfahren ist die Losung der
auftretenden, i. Allg. nichtlinearen Gleichungssysteme. In den einzelnen Zeitschritten hat
man bei den allgemeinen R-stufigen impliziten Runge-Kutta-Methoden Gleichungssyste-
me der Dimension Rd zu lésen, bei den diagonal-impliziten Runge-Kutta-Formeln Syste-
me der Dimension d. Bei groflen Systemen, d > 1, ist dies ein betréchtlicher Aufwand,
der nur im Fall hochgradiger Steifheit des Problems gerechtfertigt ist.

Die Fragen nach der Existenz der diskreten Nédherungen y, und ihrer tatséchlichen
Berechnung wollen wir exemplarisch anhand der impliziten Euler-Methode behandeln.
Der Schritt von t,_; nach t, erfordert hier die Losung der Fixpunktgleichung

y=GY) = Yn-1+ hnf(tn,y). (3.2.32)
Die Abbildung G : R? — R? ist unter der Bedingung
hoL =i q < 1 (3.2.33)
mit der Lipschitz-Konstante L von f(¢,-) eine Kontraktion:

1G(y) = GO < hallf (tns y) = f(tn 9| < B Llly — /]

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert dann genau ein Fixpunkt y =y, von G,
der mit Hilfe der ,sukzessiven Approximation*

y ) = qy®), k=0,1,2,..., (3.2.34)

berechnet werden kann. Deren Konvergenz ist aber leider nur garantiert, wenn die Schritt-
weitenbedingung (3.2.33) erfiillt ist. Bei einem steifen Problem mit L > 1 ist diese Forde-
rung aber meist zu restriktiv. In diesem Fall benotigt man fiir den Nachweis der Existenz
der Approximationen y, zusdtzliche Struktureigenschaften der AWA. Wir diskutieren
hier nur den einfachsten Fall einer ,,semi-monotonen® Nichtlinearitét.

Satz 3.1 (Monotone steife AWA): Die rechte Seite f(t,-) der AWA sei L-stetig mit
Konstante L und semi-monoton,

—(f(t,x) = f(t,y), z—y) >0, (t,z), (t,y) € I xR< (3.2.35)
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Dann existieren fiir beliebig gewdhlte Schrittweiten h,, stets die Approrimationen vy, .
Ferner konvergiert fir jedes hinreichend kleine 6 die Folge der Iterierten

y® =y D —0{y* D —hf (g™ ) =y}, ¥ =, (3.2.36)

gegen diese Losung vy, . Die Konvergenz ist am schnellsten fiir 0 = (1 + h2L*)™!, wobei
die a priori Fehlerabschdtzung gilt:

1

KW
—m> Iy =™, k=1 (3.2.37)

ly® = all < (1

Beweis: (i) Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes feste h > 0 stets ein eindeutig bestimmtes
yn € R? existiert, so dass

Die Semimonotonie der Funktion f(¢,-) impliziert, dass die Abbildung
g:R'= R g(x) =2 —hf(ts, )

strikt monoton ist mit der Monotoniekonstante v = 1. Gemé&fl Korollar 1.7 existiert daher
eine eindeutig bestimmte Losung y, € R? der Gleichung ¢(y,) = y,_1 . Der Beweis dieses
Resultats verwendete die Tatsache, dass die Fixpunktabbildung

Co(2) =z — 0(g(x) — yu)

fir 0 <6 <2(1+h*L*)™! wegen

1Go(z) = Go(W)II* = llz = 09(2) = ya—1 — y + 09(y) + Yo |*
= [(1=0)(z—y) + OR(f (tn, ) f (tn, )

(1=0)llz = ylI* +2(1=0)0h (x =y, f (t, x) = f(tn.y))

-

<0
+0*h*g(x) — g(m)]”
<{(1=0)* +6*n*L*)}|z — y]*

eine Kontraktion ist. Deren Lipschitz-Konstante wird minimal fiir 6 := (1 + h?L?)7!:

_ 2 27272\11/2 _ . 1 1/2
g={(1-0)>+6°n°1?)} _( 71+h2L2> <1

In diesem Fall konvergiert dann die Fixpunktiteration
y* ) = Go(y™) = y® = 0(y™ — hf(tn, y™) = yua)

gegen die Losung von (3.2.38), wobei bekanntlich die behauptete a priori Fehlerabschitzung
gilt. Q.E.D.
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Das implizite Euler-Verfahrens 1483t sich fiir , steife* AWAn mit semi-monotoner rechter
Seite also im Prinzip fiir beliebige Schrittweite h,, durchfithren. Allerdings konvergiert in
diesem Fall wegen h,L > 1 die einfache Fixpunktiteration (3.2.36) nur sehr langsam.

Wir betrachten daher in diesem Fall als Alternative das Newton-Verfahren zur Losung
der Gleichung (3.2.32) in Form einer , Nullstellengleichung*:

9Wn) = Yn = hnf(tn; Yn) = Yn—1 = 0. (3.2.39)
Dieses hat die Gestalt

(8 (b+1) (k))y () )y | (3.2.40)

g "Ny =g' (y"™)y'"™ — gy

mit der Newton-Matrix
g™ =1 = hofo(tn, y™).

In der Praxis wird das Newton-Verfahren aber in Form einer ,, Defektkorrekturiteration®
durchgefiihrt:

g (ysy® = —g(y®)),  yFHD = y®) 4 5 H), (3.2.41)

Wenn ¢'(y,) regulir ist und der Startwert y® hinreichend nahe bei y, liegt, konver-
gieren (unter weiteren Bedingungen an f) die Newton-Iterierten y®* — y, (k — o)
quadratisch:

Iy = yall < g™, k=1, (3.2.42)

mit gewissen Konstanten ¢ > 0 und ¢ € (0,1). Wir wollen die Abhéngigkeit dieser
Konvergenz von der Lipschitz-Konstante L genauer untersuchen. Dazu benétigen wir
Ergebnisse aus der Theorie des Newton-Verfahrens, welche im folgenden in einem allge-
meineren Rahmen entwickelt werden.

Sei g : R? — R? eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle z* gesucht
ist. Die Jacobi-Matrix ¢(-) sei auf der Niveaumenge

D= D= {z e RY|g(2)|| < [lg(z")]}

zu einem (beliebigen) festen Punkt 2* € R? reguldr mit gleichméiBig beschrinkter Inver-
ser:

lg'(x)" | <8, weD.
Ferner sei ¢/(-) auf D gleichméBig L-stetig:
lg'(z) = g' Wl < Alle —yll, 2,y € D.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz.

Satz 3.2 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fiir
den Startpunkt 0 € D mit a = | g (@) 1g(z@)|| die folgende Bedingung erfiillt:

q:=safy <l (3.2.43)
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Dann erzeugt die Newton-Iteration
) = o ® g (o) (@), k>0,

eine Folge (2"))ieny C D, welche quadratisch gegen eine Nullstelle * € D wvon g kon-
vergiert, wobei die folgende a priori Fehlerabschdtzung gilt:

I — ") € g™ k21, (3240

Beweis: Zum Startpunkt () € D gehort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge
Do = {z e R?|[|lg(x)]| < [lg(="")|I} € D.
Wir betrachten die stetige Abbildung G : Dy — RY,
G(z) =2 —g'(x) " g(2),

welche gerade einen Newton-Schritt ausgehend vom Punkt z beschreibt.

(i) Wir wollen zunéchst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir x € Dy sei
z, =z —rg () tg(x), r>0.
Fiir die Vektorfunktion h(r) := g(z,) gilt
W(r)=—g'(:)g'(x)""g(x),  1(0) =—h(0).
Sei R:=max{r € [0,1]|zs € Dy, 0 < s <r}.Fir 0 <r <R ist dann

lg(z)[l = (L=r)llg(@) | < llg(wr) — (A=r)g(@)[| = |A(r) = (L=r)R(0)]]

—H/ R(s) ds + rh(0 ‘—H/{h’ h’(O)}dsH
< [ W - K as

und ferner wegen z, —x = —sg'(z)lg(x):

11 (s) = W(0)| = [{g'(xs) — g'(2)}g' (2) g ()]
< s — zlllg' (@) g@)ll < ysllg'(z) g (@)l

Dies ergibt
lg(zr)ll = A=)llg(@)ll < 5r*v]lg'(2) " g(@)lI* < 5r*Bllg (x) " g(@)lg(@)ll.  (3.2.45)
Mit der Gréfe a, := ||¢'(z)"*g(z)| folgt

lg(zn)| < (1 =7+ 3r*yB8as) | g(2)]- (3.2.46)
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(ii) Im Falle a, < o gilt dann wegen der Voraussetzung safy < 1:

lg(zo)ll < (1 =7 +r*)[lg(2)]-

Folglich ist in diesem Fall R =1 und somit G(z) € Dy, d.h.: Der Newton-Schritt bringt
uns nicht aus der Menge D, heraus. Fiir solche x € Dy gilt weiter

IG(z) = G*(2)l| = |G(x) = G(2) + ¢'(G(2))9(G(x))]
< llg'(G@) " Mg G @) < Blg(G )]

Mit Hilfe der Abschétzung (3.2.45) fir r =1 folgt weiter bei Beachtung von G(x) = x; :

IG(z) = G*(@)|l < 38909/ (x) " g(@)|I* = 387]|2 — G(x)|*, (3.2.47)

sowie

lg'(G(2) " g(G(x)|| = |G (z) = G*(z)|| < 3671lg'(x)  g(2)]]* = §6yal.  (3.2.48)
Fiir a, < o iibertrigt sich diese Eigenschaft also auch auf G(z), d.h.: agu) < «.

(iii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Aus den Vorbe-
trachtungen ergibt sich, dass fiir den Startwert (0 € Dy mit « := [|¢/(z(©)"1g(z®)| alle
Iterierten des Newton-Verfahrens ebenfalls in Dy liegen und ay, := ||¢/(z®)"1g(2®|| < o
erfiillen. Hiermit erhalten wir

lz®+ — 2| = |62 (a*D) = G2V
< 3G Y) — a2 = g )la® — 22,

und bei Iteration dieser Abschétzung:

(L87[|a*D — 2*-22)

1
307
(% )22 1) || (k—1) _ (k—2)||(22)
2 _ 22 3_ _ _ 3
< (387D (38911042 — 2 ®2) ) = (1)@ D ah2) — b,

Fortsetzung der Iteration bis £ = 0 ergibt mit ¢ = %aﬁy:

(k+1) _ (k)
| ||

IA A

||at(k+1) . I(k)H < (%/6’7)(2k_1)||$(1) . $(0)||(2k) < (%67)(2k_1)a(2k) < aq(2k_1)-
Fiir beliebiges m € N folgt damit wegen ¢ < 1:
Hx(k—i-m) . x(k)H < ||l’(k+m) . x(k—i—m—l)H 4ot ’|x(k+2) . x(k—i—l)H + Hx(k—i—l) . x(k)H

< O{q(2k+m71_1) NN aq(2k+1_1) _'_aq(gk_l)
m— 2
< ag® {(q )2 g 1)

(2F-1) S (2k—1) 1
]:0
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Dies besagt, dass (z).eny € D eine Cauchy-Folge ist. Deren Limes 2* € D ist dann
notwendig ein Fixpunkt von G bzw. Nullstelle von g¢:

¢* = lim 2™ = lim G(z*7Y) = G(z*).

k—o0 k—o00

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschétzung (3.2.44). Q.E.D.

In der obigen Situation des impliziten Euler-Schrittes ist g(x) := o — hf(t,, ) — Yn—1
und damit

g (x)=1T—hf.(tn, x).
Aufgrund der angenommenen Semi-Monotonie von f(¢,-) gilt

(¢ (@)y,y) = |ylI* = h(faltn, )y, y)

L 3.2.49
= ol — hlim e (f (b +e9) — flta)y) > 2. B2

Daher ist ¢'(x) reguldr, und es folgt unter Verwendung von (3.2.49):

/ -1 2 / / -1 / —1
W@ = sp WETWE L @@ g @)
yeRI\ {0} H?JH yeRN{0} ||y||
g () ly _
< sup WDy,
yeRA\ {0} H?JH

bzw. ||¢'(x)7'|| < 1. In diesem Fall haben wir also stets

p = sup lg'(x) 7 <1, a< g =o'
zeR

Allerdings ist nach wie vor

lg' () = g' W)l = hll fa(tn, ©) = foltn, )| < AL ||z = y]|

mit der Lipschitz-Konstante L' von f,(t,,-). Dies fihrt zu folgendem Resultat.

Korollar 3.1 (Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei
fiir den Startpunkt y© € R? mit o := ||y O —hf(t,,y)—y._1|| die folgende Bedingung
erfillt:

q:=1a'hL < 1. (3.2.50)
Dann erzeugt die Newton-Iteration (3.2.40) eine Folge (y™)ien , welche quadratisch gegen
Yn konvergiert und es gilt die Fehlerabschditzung
/

o k_
Iy~ nll < T md® ", k21 (3.2.51)
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Wir sehen, dass das Newton-Verfahren im Fall einer steifen, semi-momotonen AWA
zwar fiir alle Schrittweiten h,, quadratisch konvergiert, aber der Einzugsbereich der Kon-
vergenz proportional zu (hL')™! schrumpft. Da fiir eine steife AWA im allg. L > 1 sowie
L' > 1 ist, wird damit das Konvergenzproblem praktisch nur verschoben worden. Im
néchsten Schritt wollen wir versuchen, das Newton-Verfahren zu , globalisieren*, d.h. den
Einzugsbereich der Konvergenz auf ganz R? zu erweitern. Dazu gehen wir wieder in den
oben definierten abstrakten Rahmen zuriick und betrachten zur Losung der Gleichung
g(z) = 0 mit der Abbildung ¢ : R? — R? das sog. ,,gedimpfte* Newton-Verfahren

g® ) = 2™ N g/ (a8 g (2®), k> 1, (3.2.52)
mit Parametern A,_; € (0, 1]. Dafiir haben wir folgendes Resultat.

Satz 3.3 (gedampftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzun-
gen erzeugt fiir jeden Startpunkt x®) € D die gedimpfte Newton-Iteration (3.2.52) mit

1
A\ 1= min{l,—}, ar = g (") gz,
K —ce k=g (@) g(@™)]

eine Folge (2'¥)en, fiir welche nach k, Schritten q, = %ak*ﬁv < 1 erfillt ist, so dass
ab dann =™ quadratisch konvergiert.

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.2. Fiir eine
Newton-Iterierte z*) € Dy gilt mit oy := ||¢'(z®)~Lg(z®)|| < a die Abschitzung

lg(z)| < (1 =7+ §r2aBy) g™, 0<r <1
Man beachte, dass :ng) = g . Fiir %akﬁv < 1 ist die Hauptvoraussetzung von Satz 3.2
erfiillt, d.h.: Die Folge (#());>; konvergiert quadratisch gegen eine Nullstelle von g¢. Sei

nun angenommen, dass %akﬁv > 1. Dann wird der Vorfaktor in obiger Abschitzung
minimal fiir

k+1)

Ty = >0 : 1—r*+%rfak67§1— < 1.

ag By 204,87y

Bei Wahl von 7, := (apB7)~! ist also (z®))eny C Do, und die Norm |g(x™®)|| fallt
streng monoton:

lo@® 1 < (1= 5= ) llg@®)]l.

204,37

Nach endlich vielen, k, > 1, Iterationsschritten ist dann %ak* B~ < 1, und die quadrati-
sche Konvergenz der weiteren Folge (2(*));>,, folgt wieder aus Satz 3.2. Q.E.D.

Aus Satz 3.3 erhalten wir das folgende Korollar fiir die vorliegende, spezielle Situation.
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Korollar 3.2 (Geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraus-
setzungen erzeugt fiir jeden Startpunkt y© € R? die gedimpfte Newton-Iteration

y® D = B\, g (y®)Tg(y®), k> 1, (3.2.53)

mit
) 1 k k
M= min {1, W}’ af = [y = (b, y™) =y |

eine Folge (y")ien, fiir welche nach k, ~ |log(hL')|hL’' Schritten die Bedingung q, =
%a;* hL' <1 erfillt ist, so dass ab dann y*® quadratisch gegen v, konvergiert.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 3.3 entnehmen wir die Abschitzung

1
204,37

loy™ I < (1= 5= )™l

Im vorliegenden Fall gilt wegen 8= ||¢'(z)7} < 1:
a = [|g' (") g(@®)]| < lg(e™)]| =: aj, < ag,

Mit v = hL’ erhalten wir also

1
1— <l—-——=<1
20487 2aph L’

Die Bedingung q := %akﬁv < %O/oﬁV < 1 ist dann erfiillt fiir

1(1 L )k Ll <1 < (1 L >k< 2
J— _—— a _—— R
2\ 2aphl/) " 2ahh L/ ayhL'’

bzw.
| log(40)| N 1
k> ———" =~ |log(hL')| hL =
” log(1=g) = [s(RLIIRL, o= 5om
wobei AL’ > 1 bzw. 0 < 1 angenommen wird. Q.E.D.

Die bisher fiir das implizite Euler-Verfahren abgeleiteten Resultate basieren im we-
sentlichen auf der Semi-Monotonie der Funktion f(¢,-). Sie lassen sich direkt auf an-
dere, implizite Verfahren iibertragen, wenn entsprechend die jeweilige Verfahrensfunktion
F(h;t, z, ) semi-monoton ist. Dies ist automatisch der Fall z.B. fiir die Trapezregel und fiir
die spéter betrachteten , Riickwartsdifferenzenformeln® (implizite, lineare Mehrschrittme-
thoden). Im allgemeinen, nicht-monotonen Fall kommt man um restriktive Bedingungen
an die Qualitéit der Startpunkte y© bzw. an die Schrittweiten h,, nicht herum.
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3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Man gebe die Stabilitdtsintervalle der folgenden Einschrittformeln an:

a) Yn+1 = Yn + %h{f(tn—i-layn-i-l) + f(tna yn)}>
B)  Yni1 =Y+ S (tn + 30y + S0t yn)),
C) Ynt+1 = Yn + %h{2f(tn+1> yn-i—l) + 4f(tn> yn) + h.f(l)(tna yn)}>

wobei fO)(t,z) = fi(t,z) + f(t,x)f.(t,x).
Aufgabe 3.2: Aus einer skalaren Differentialgleichung 2-ter Ordnung
u'(t) = f(t,ult),u'(t))

mit einer differenzierbaren Funktion f(¢,z,y) gewinnt man durch Einfiihrung der Hilfs-
funktionen wu; := wu,us := v’ ein System von Gleichungen 1-ter Ordnung. Man zeige,
dass die Jacobi-Matrix dessen rechter Seite im Falle 0,f > 0 nur reelle Eigenwerte hat.
Welche Konsequenzen hat dies fiir die Approximierbarkeit dieses Problems mit Differen-
zenformeln?

Aufgabe 3.3: Sei f(-): D C R¥>? — R4 gine analytische, d.h. durch eine konvergente
Potenzreihe darstellbare, Matrixfunktion:

o0

FA) = ;A"

=0

a) Fiir die Exponentialfunktion f(A) = e~ die Sinusfunktion f(A) = sin(A) und die
Inversenfunktion f(A) = (I — A)~! gebe man die jeweiligen Potenzreihen und deren
Konvergenzradien an.

b) Man zeige, dass mit jeder reguliren Matrix Q € R¥™? gilt:

QF(AQ™" = F(QAQ™).

Wenn die Argumentation fiir eine allgemeine, analytische Funktion f(-) zu schwierig
erscheint, beschrianke man sich auf den Fall einer rationalen Funktion.

Aufgabe 3.4: (Praktische Aufgabe) Man 16se die 3-dimensionale, steife AWA
u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=(1,0,-1)7,

mit der Systemmatrix
—21 19 =20
A= 19 —-21 20
40 —40 —40
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und der Losung

1 1
uy(t) = 56_2t + 56_40t{008(40t) + sin(40t) },

us(t) %e_% — %e‘40t{cos(40t) + sin(40t) },
us(t) = —e " {cos(40t) — sin(40t)}

mit Hilfe
a) des klassischen (expliziten) Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung,

b) der (impliziten) Trapezregel 2. Ordnung (mit , direkter* Gleichungssystemlosung durch
GauB-Elimination)

Zu berechnen ist der Vektor u(2) € R* auf 10 Dezimalstellen. Man versuche, in beiden
Féllen moglichst sparsam zu arbeiten. Mit welchem Verfahren 1éft sich diese Aufgabe
(mit dquidistanter Schrittweite) am effizientesten, d.h. in geringster Zeit, 16sen?

Aufgabe 3.5: Jede der in der Vorlesung betrachteten Einschrittmethoden nimmt ange-
wendet auf ein lineares (autonomes) System '(t) = Au(t) die Form y, = g(hA)y,—1 an,
mit einer rationalen Funktion ¢(-).

a) Fir den Fall, dass die Matrix A symmetrisch ist, zeige man bzgl. der euklidischen
Norm die Abschéitzung

< )™
Iall < max [g(hA0) " 1ol

mit den Eigenwerten \; von A. (Hinweis: Symmetrische Matrizen besitzen ein Ortho-
normalsystem von Eigenvektoren.)

b) Man bestimme mit Hilfe von (a) die maximale Schrittweite h, fiir die das “klassische”
4-stufige Runge-Kutta-Verfahren das System

u'(t) = =10u(t) + v (t), o'(¢) = u(t) — 10v(t)

noch numerisch stabil integriert.

Aufgabe 3.6: Man beweise, dass die Trapezregel

Yn = Yn—1 + %hn{f(tna yn) + f(tn—layn—1>}

A-stabil ist, d.h.: Thr Stabilitatsgebiet enthélt die negative komplexe Halbebene. Genauer
gilt sogar
SG ={z € C|Rez < 0}.

(Hinweis: Die Beziehung ST = {z € R|z < 0} ist evident. Die stdrkere Aussage fiir das
ganze Stabilitiatsgebiet SG kann man durch direkte Rechnung ableiten.)
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Aufgabe 3.7: Man zeige, dass die semi-implizite Runge-Kutta-Formel 2-ter Ordnung

1
Yn = Yn—1 + §h{k51 + k2}a ki = f(tn—layn—l)a ko = f(tmyn—l + %hkl + %hk‘g),

A-stabil ist. Man vergleiche den Rechenaufwand (pro Zeitschritt) fiir diese Methode mit
dem fiir die gleichfalls A-stabile Trapezregel, wenn zur Auflésung der impliziten Gleichun-
gen das Newton-Verfahren verwendet wird.

Aufgabe 3.8: (Praktische Aufgabe) a) Man berechne eine Ndherungslosung fiir die AWA

u'(t) = =50u(t) + 49v(t), wu(0) =1,
V'(t) = 49u(t) — 50v(t), ©v(0) =1,

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tmyn) + f(tn—layn—l)}

sowie der modifizierten Euler-Formel

Yn = Yn-1 + hf(tn—l + %h, Yn—1 + %hf(tn—h yn—1>)

fiir die (konstanten) Schrittweiten h = 27" i = 1,...,8. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 3 mit dem Wert u(3) der exakten Losung. Dazu berechne
man entweder die exakte Losung analytisch oder erzeuge einen sehr genauen Referenzwert
durch Rechnung mit der feinen Gitterweite h = 2710,

b) Man berechne die Lésung mit einem relativen Fehler kleiner als 1072 mit Hilfe einer
geeignet erscheinenden Methode aus der Vorlesung (mit dquidistanter Schrittweite). Dabei
soll der numerische Aufwand (Zahl der Auswertungen der Funktion f) moglichst gering
sein.

Aufgabe 3.9: Fiir zweimal stetig differenzierbare Abbildungen ¢ : D € R? — R? mit
invertierbarer Jacobi-Matrix ¢'(-) konvergiert das Newton-Verfahren lokal quadratisch
gegen eine Nullstelle x*. Man zeige, dass es fiir (nur) stetig differenzierbare Abbildungen
immer noch ,,super-linear” konvergiert,

|l — 2|

Tt =g 0 (k=0

es ist also im Allg. asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration. Zur Ver-
einfachung nehme man an, dass ¢ auf ganz R? definiert ist und dort die geforderten
Eigenschaften besitzt. Ferner darf die Existenz einer Nullstelle z* von g¢(-) angenommen
werden.

Aufgabe 3.10: Die in der Vorlesung entwickelte Theorie des Newton-Verfahrens basiert
auf der Annahme der Semi-Monotonie der rechten Seite f(¢,-) in der Differentialgleichung
bzw. der Verfahrensfunktion F'(h;t,x,-) bzgl. des ,impliziten® Arguments:

—(ft,yn) — f(ty2). 1 —y2) >0, wyi,y2 € R™
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Man untersuche die Anwendbarkeit dieser Resultate zur Losung der impliziten Gleichungs-
systeme bei Verwendung des semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens

1
Yn = Yn—1 T §h{k‘1 +ko}, k1= f(tae1,Yn—1), k2 = f(tn, yn1 + 3hky + 3hks)

bei angenommener Semi-Monotonie und zweimaligen Differenzierbarkeit von f(¢,-).

Aufgabe 3.11: Fiir die Newton-Iteration zur Losung der nichtlinearen Gleichungen bei
der Durchfithrung des impliziten Euler-Verfahrens ist in der Vorlesung die Schrittweiten-
strategie

1
A = 10 (17 )7 — Nl ()L g (g ®) ’
p=min (1oor ) o 19" (w"™) " gyl

entwickelt worden. Man entwickle unter analogen Voraussetzungen wie in der Vorlesung
(s. Vorlesungsskriptum) eine entsprechende Strategie fiir die Newton-Iteration bei dem
semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahren aus Aufgabe 7.2:

1
Yn = Yn-1+ §h{k‘1 + kot k1= fltao1,Yn-1), ko= f(tn,Yno1 + 3hki + 1hky).

Aufgabe 3.12: (Praktische Aufgabe) Man approximiere die (globale) Losung der 2-dimen-
sionalen AWA

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tmyn) + f(tn—layn—l)}

mit dquidistanten Schrittweiten h = 27% ¢ = 4,...,10. Die in jedem Zeitschritt auftre-
tenden nichtlinearen Gleichungssysteme werden mit dem Newton-Verfahren (ohne Damp-
fung) gelost. Die Losung konvergiert fiir ¢ — oo gegen einen konstanten Vektor; dessen
Wert soll bestimmt werden.
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Bisher haben wir zur Losung von AWAn sog. ,, Differenzenverfahren®, genauer , Einschritt-
Differenzenverfahren®, betrachtet. In diesem Rahmen stehen mit den Runge-Kutta-Ver-
fahren Methoden jeder gewiinschten Ordnung zur Verfiigung, wobei in jedem Zeitschritt
lediglich Funktionsauswertungen der rechten Seite f(t,z) erforderlich sind. Mit den A-
stabilen impliziten Runge-Kutta-Schemata lassen sich auch steife Probleme behandeln.
Die dabei in jedem Zeitschritt auftretenden, schlecht konditionierten, nichtlinearen Syste-
me werden mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost. Es ist daher wiinschenswert, dass sich
Monotonie-Eigenschaften der AWA auf entsprechende Eigenschaften der Verfahrensfunk-
tion F(h;t,x,y) iibertragen. Dies ist bei allgemeinen impliziten Runge-Kutta-Verfahren
aber nicht notwendig der Fall. Bei allen betrachteten Einschrittverfahren kann die Zeit-
schrittweite auf der Basis von heuristischen Schétzungen des Abschneidefehlers gewihlt
werden. Dahinter steht als ,,Rechtfertigung® die a priori Fehlerabschidtzung mit einer al-
lerdings unbestimmten Fehlerkontante, welche im schlimmsten Fall exponentiell mit der
Zeit wachsen kann. Insbesondere bei steifen Problemen mit inhé&rent groflen Lipschitz-
Konstanten ist diese Begriindung ungeniigend. Wiinschenswert wére also eine Schrittwei-
tenkontrolle auf der Basis auswertbarer a posteriori Fehlerabschéitzungen. Dies fithrt auf
die Frage nach der Konstruktion von Einschrittverfahren beliebig hoher Ordnung, welche

— nur Funktionsauswertungen der rechten Seite erfordern,

— zur Integration ,steifer Probleme geeignet sind,

— dieselben Monotonie-Eigenschaften wie die gegebene AWA besitzen,

— eine a posterior: Fehleranalyse mit auswertbaren Fehlerabschéitzungen zulafit,

— eine verlassliche Schrittweitenkontrolle erlaubt.

Wir werden im Folgenden mit den sog. ,,Galerkin-Verfahren“ einen fiir AWAn noch wenig
gebrauchlichen Diskretisierungsansatz betrachten, welcher diesen Anforderungen wenig-
stens im Prinzip gerecht wird.

4.1 Variationelle Formulierung der Anfangswertaufgaben

Die bisher betrachteten Losungsmethoden fiir AWAn
u'=f(tu), t>to, wu(to) =uo, (4.1.1)

waren alle Differenzenverfahren. Bei diesen wird typischerweise die linke Seite in (4.1.1)
durch Differenzenquotienten approximiert und die zugehorige Naherungslosung U, =~
u(t,) in diskreten Zeitpunkten ¢, bestimmt. Wir betrachten nun einen Ansatz, der eine
mehr globale Sichtweise hat, das sog. ,, Galerkin-Verfahren*. Die AWA wird der Einfachheit
halber wieder als (global) Lipschitz-stetig angenommen, und die Notation ist so gehalten,
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dass auch allgemeine d-dimensionale Systeme von Gleichungen erfasst werden, d.h.: Auf-
tretende Funktionen sind gegebenenfalls vektorwertig, und (-, -) bedeutet dann wieder das
zugehorige euklidische Skalarprodukt.

Ausgangspunkt ist eine integrale Formulierung der AWA {iber einem vorgegebenen
Zeitintervall I = [ty,to + T. Fiir eine Funktion u € CY(I)? mit u(ty) = ug ist (4.1.1)
dquivalent zu

/(u' — f(t,u),p)dt =0 Vo e C(I)%. (4.1.2)
I
Jede (klassische) Losung von (4.1.1) erfiillt offensichtlich (4.1.2). Die Umkehrung zeigt
man etwa, indem fiir jeden festen Zeitpunkt t € I als ,, Testfunktionen® approximierende
Dirac-Funktionen d.(¢;-) zum Aufpunkt ¢ eingesetzt werden und der Grenziibergang
e — 0 durchgefiihrt wird (Fundamentalsatz der Variationsrechnung):

0= /1 (u; — fi(s,u))oc(t; 8)ds  —  wi(t) — fi(t,u(t)) (¢ —0). (4.1.3)

Wir verzichten auf die Beweisdetails, da dies fiir das Folgende nicht wichtig ist. Wenn
Missverstéindnisse ausgeschlossen sind, wird die explizite Erwahnung der ¢-Abhéngigkeit
von Funktionen unter dem Integral weggelassen.

Da die Funktionen ¢ in (4.1.2) beliebig variieren diirfen, nennt man dies auch eine
,variationelle Formulierung“ der AWA (4.1.1). Sie besagt geometrisch ausgedriickt, dass
das sog. ,Residuum* der Losung

R(U) = — f(a U),
bzgl. des Skalarprodukts von L2(I)¢ orthogonal zu allen Testfunktionen ¢ € C(I)? ist.

4.2 Das ,,unstetige® Galerkin-Verfahren

Ein allgemeines Galerkin-Verfahren zur Approximation von (4.1.1) restringiert die Glei-
chung (4.1.2) auf geeignete, endlich dimensionale Ansatzraume, ganz analog zum Vorge-
hen etwa beim CG-Verfahren zur Losung von allgemeinen linearen Gleichungssystemen.
Wir betrachten solche Galerkin-Verfahren mit stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen.
Dazu seien

to<ti <...<ty=tg+T

eine Unterteilungen des Integrationsintervalls I in (hier nach links halboffene) Teilinter-
valle I, = (t,—1,t,] . Wir setzen wieder

h,=t,—t,_1, h= max h,.
=1,..,N

n=1,..,

Bzgl. einer solchen Unterteilung Tj, = {I,,, n = 1,..., N} wird zunéchst der Raum V(1)
von stiickweise glatten Funktionen definiert durch

V() = {v: I >R v(ty) eR, vy, € CHIL)  n=1,...,N}.
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Dabei bezeichnet C!(I,,) den Raum der auf dem (halb offenen) Intervall I,, stetig differen-
zierbaren und stetig zum linken Randpunkt ¢, _; fortsetzbaren Funktionen. Wir wollen die
variationelle Formulierung (4.1.2) der AWA (4.1.1) zu einer dquivalenten auf dem Raum
V(I) erweitern, welche dann als Grundlage eines Diskretisierungsansatzes auch mit un-
stetigen Ansatzfunktionen dienen kann. Fiir Funktionen v € V(I) werden die folgenden
Bezeichnungen eingefiihrt:

+:

+ —
n n

limy )y, v, v, = limyy, v, [V]n = v — v, .

v n

Gesucht ist nun eine Funktion u € V() mit den Eigenschaften u(ty) = ug = up und

i { /In(U’ — ft,u), ) dt + ([uln-1, o1_1) } =0, (4.2.4)

fiir alle ¢ € V(I). Man iiberlegt sich leicht, dass diese Formulierung in der Tat dquivalent
zu (4.1.2) bzw. zu (4.1.1) ist:

Beweisargument: Durch Wahl von ¢, mit ¢, =1 und ¢.(t) — 0(c — 0) fiir ¢ # ¢,
folgt [u], = 0 fiir n>1, d.h. die Stetigkeit von w bei t,, sowie ud = uy fir n=0.
Analog folgt das Bestehen der Gleichung v’ = f(-,u) auf I,. Wegen der Stetigkeit von
f(t,x) ergibt sich damit wieder, dass u notwendig auch stetig differenzierbar auf I sein
muf und folglich mit der Losung von (4.1.1) tibereinstimmt.

Wir gehen noch einen Schritt weiter und integrieren auch noch die Anfangsbedingung
in die variationelle Formulierung. Dazu fiihren wir die folgende Semi-Linearform ein:

N

Atwig)i= > { [ = ftu) )t + (s} + (060

n=1 In

welche bzgl. des zweiten Arguments ¢ (Argument nach dem Semikolon) linear ist. Die
AWA (4.1.1) ist dann dquivalent zur Bestimmung eines u € V(1) mit der Eigenschaft

Au; ) = (uo, 09) Y € V(I). (4.2.5)

Zur Diskretisierung von (4.2.5) fithren wir nun Teilrdume S,(LT)(I ) C V(I) (r € Ny) von
stiickweise polynomialen Funktionen ein:

SO = {p e V() : ¢(to) €RY, ¢, € P(L)?, n=1,...,N} .

Dabei bezeichnet P,(I,) den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich r. Man

beachte, dass die Ansatzfunktionen ¢ € S,(LT) im Allg. unstetig sind und im Anfangszeit-
punkt ¢ einen Wert o(to) # limy s, ¢(t) annehmen kénnen. Der Fall stetiger Ansatzfunk-
tionen wird unten kurz diskutiert werden. Der Galerkin-Ansatz zur Losung von (4.1.1)

besteht nun darin, dass eine Funktion U € S,(lr)(f ) gesucht wird mit den Eigenschaften

A(U;®) = (up, ®5) VO € S(I). (4.2.6)
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Aus offensichtlichem Grund wird dieses Verfahren ,unstetiges Galerkin-Verfahren (mit
Ansatzgrad r)“ oder kurz ,,dG(r)-Verfahren“ genannt. Die Losbarkeit des (endlich di-
mensionalen) Problems (4.2.6) wird spéter diskutiert. Zunéchst stellen wir fest, dass we-
gen der zugelassenen Unstetigkeit der Testfunktionen das globale Problem auch als ein
sukzessives Zeitschrittverfahren geschrieben werden kann. Durch Wahl einer Testfunktion
in der Form ¢ =0 auf allen I, # I,, erhilt man aus (4.2.6)

/ (U @) dt+ (U7, gt ) = / (V). 0) dt+ (Ur .07 0). (4.2.7)

In

fiir alle ¢ € P.(1,). Dabei spielt U, _; die Rolle des Anfangswertes auf dem Intervall I,, .
Der Anfangswert fiir n = 1 ist natiirlich U; = up. Man beachte, dass die diskrete Losung
U an den Stiitzstellen ¢, nicht stetig zu sein braucht. Da die kontinuierliche Losung u
offensichtlich dieselbe variationelle Gleichung (4.2.6) erfiillt,

Alu; @) = (ug, ®F) VO € S(I),
ergibt sich durch Subtraktion die sog. ,,Galerkin-Orthogonalitét®

Alu: ®) — A(U; ) =0 V& € S(I). (4.2.8)

4.2.1 Beispiele

Das scheinbar so andersartige dG(r)-Verfahren besitzt eine iiberraschend enge Verwandt-
schaft mit wohl bekannten Differenzenverfahren. Dazu betrachten wir den Fall d = 1.

(1) Fall r=0: Wir setzen U, := U, auf I, = (t,-1,t,] und (4.2.7) reduziert sich auf
U,—U,1 = f(t,U,)dt. (4.2.9)
I,
Dies ist eine Variante des impliziten Euler-Schemas, welches man durch Approximation

des Integrals auf der rechten Seite mit der Boxregel erhélt:

Un = Un—l + f(t, Un) dt ~ Un—l + hn.f(tna Un)

In

(2) Fall r=1: Wir verwenden fiir U(t) auf I, die Lagrangesche Darstellung

Ut) =h'(t —t,_)U; —h 't —t,) U .

n n
Setzt man dies in (4.2.7) ein und testet nacheinander mit den Basispolynomen ¢ = 1

und ¢ = h}(t —t,_1), so ergibt sich fiir die Funktionswerte U ; und U, das System

U, -U,_,=[ f&,U)dt, U, —U, =2n" [ ft,U)(t—t,_1)dt. (4.2.10)

In In
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Wenn man die Integrale mit der Trapezregel approximiert,

f(t7 U) dt = %hn{f(tn—la U:—l) + f(tna Un_)}7

In

2h,t | f(EU)(E = tyor) dt =~ hof(t,, Uy,

In

ergibt sich das implizite Runge-Kutta-Verfahren
UJ = Un_—l + %hn(lﬁ —+ ]{72) 5 ]{71 == f(tn—la Un_—hnl{?2>, ]{72 == f(tn, Un_) . (4211)

Dieses Differenzenverfahren ist von zweiter Ordnung (Nachrechnen als Ubungsaufgabe).
Wir werden spéter aber sehen, dass das exakte dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeit-
punkten t, sogar von dritter Ordnung ist.

Beide Differenzenverfahren, (4.2.9) und (4.2.10), sind A-stabil. Sie gehoren zur Klasse der
sog. ,subdiagonalen Padé-Verfahren“ und haben angewandt auf das iibliche Modellpro-
blem u' = Au die Verstarkungsfaktoren

1
1—hX’
1+ $hA
— 2hA 4 gh2A?’

dG(0)-Verfahren: w(Ah) =

dG(1)-Verfahren: w(Ah) =

Das Differenzenschema (4.2.11) hat den Verstéirkungsfaktor w(Ah) = (1 — kA + 2A%X2)~1
und ist folglich A-stabil.

4.2.2 Losbarkeit der Galerkin-Gleichungen

Wir untersuchen zunéchst die Wohlgestelltheit der Galerkin-Gleichungen im Fall von L-
stetigen (nicht-steifen) AWAn.

Satz 4.1 (dG-Verfahren fiir nicht-steife AWAn): Sei wieder L die globale Lipschitz-
Konstante der Funktion f(t,z). Fir jedes r > 0 gibt es eine Konstante v > 0, so daf
die Galerkin-Gleichung (4.2.6) unter der Bedingung h < /L eine eindeutige Ldsung
UeSI) besita.

Beweis: Sei U bis zum Zeitpunkt t,_; berechnet. Der Schritt nach ¢, erfordert die
Bestimmung von Uy, aus U, _;. Die Losung Uj;, ist bestimmt durch die Fixpunktglei-
chung

/I (U @) dt + (U 07 ) = / (U, @) dt+ Uyt 1) (4.2.12)

fiir alle ¢ € P,.(1,,). Wir werden zeigen, dass diese eine Fixpunktabbildung ¢ : P.(I,,) —
P,.(1,,) definiert (zu festem U, _, ), welche fiir h < v/L eine Kontraktion ist. Seien dazu
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U= A(fj) und V = g(V) fiir zwei beliebige U, V € P,(I,,) . Die Differenzen W := U~V

und W :=U — V geniigen dann der Relation
J e W) <[ IWllelar e ).
In In

Wir setzen hier zunéchst ¢ = W und erhalten unter Verwendung der Identitéat (W', W) =
14| W||* und anschlieBender Integration die Beziehung
|HVJH2*-HWCi4H2fS?LhnSUPHﬁ7HS?PHWVH- (4.2.13)

m

Als néchstes setzen wir ¢ = (t — t,,_1)W’ € P.(I,) und erhalten

HWW@—mﬂﬁSL/HWWWWP%WQﬁ
In In
bzw. unter Verwendung der Ungleichung ab < %CL2 + %bQ :

WP =ty dt < L2 [ IR = t)dt < S0 sup [T (4.2.14)
ITL ITL n

In Hilfssatz 4.1 werden wir fir W € P,(1,,) die folgende Abschitzung zeigen:
sup W2 < w2 { [ W0~ ) de -+ W), (1215)
ITL In
mit einer von der Intervallbreite h, unabhéngigen Konstante x > 0. Durch Kombination
der vorausgehenden Abschitzungen (4.2.13) - (4.2.15) erhalten wir

sup WP < 2 { [ IWR(e = by e+ ;)
In I,

< 2 {31202 sup [W|[* + 2Ly sup [ W] sup | W] }
In In n
und schlief$lich N

S}lp W < ~7'Lh, S}lp W,

mit einer festen Konstante ~ > 0. Hieraus folgt zunéchst, dass die Abbildung g :
P,(I,) — P,(I,) wohl definiert ist, denn fiir W = 0, d.h. fiir verschwindende rechte Seite
in (4.2.12), ist notwendig W = 0, was wegen der Linearitéit der linken Seite in (4.2.12)
aufgrund eines fundamentalen Satzes der linearen Algebra die Existenz von g(U) € P,(I,,)
fiir jedes Argument U € P,(I,,) impliziert. Weiter ist die Abbildung ¢(-) wie behauptet
fir h, < /L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dann die Existenz

einer (eindeutig bestimmten) Losung der Galerkin-Gleichung (4.2.12). Q.E.D.

Hilfssatz 4.1 (Diskrete Sobolewsche Ungleichung): Fiir Funktionen ¢ € P.(I,)?
gilt die diskrete ,Sobolewsche Ungleichung®

supllel < ([ I 1P—tums)dt + oz )
n In

1/2
Y

(4.2.16)

mit einer von der Intervallinge h, unabhdngigen Konstante x > 0.
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Beweis: Der Beweis verwendet ein sog. ,,Skalierungsargument®. Da derartige Argumente
in der Analyse von Galerkin-Verfahren héufig vorkommen, wollen wir den Beweis hier
vollsténdig durchfithren. Wir betrachten nur den skalaren Fall d = 1; die Verallgemei-
nerung fiir d € N ist dann offensichtlich. Ausgangspunkt ist die Feststellung, dass die
Ungleichung (4.2.16) fiir Polynome ¢ € P,((0,1]) auf dem Einheitsintervall gilt mit einer
Konstante &~ > 0:

1 o 1/2
?515‘“5‘“( / @i + 1) " (4.2.17)
b 0

Dies folgt direkt aufgrund der Aquivalenz aller Normen auf dem endlich dimensionalen
Vektorraum P, ((0,1]) . Man tiberzeugt sich leicht, dass die Ausdriicke auf der linken und
rechten Seite in (4.2.17) in der Tat Normen sind. Wir fithren nun eine (affin-lineare)
Skalierungstransformation von (0, 1] auf I, ein:

x:(0,1] =1, t= X(f) =ty 1 + hnt, X'(f) = h,.

Zu jedem Polynom ¢ € P,.(1,,) defieren wir damit ein zugehoriges Polynom ¢ € P.((0,1])
durch

p(t) = w(x(1), e (0,1].
Dann gilt offenbar

¢'(1) = ¢ (X' () = @' (.
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir durch Koordinatentransformation die folgenden
Beziehungen:

1 A . 1/2
suplel =suplgl < ([ | idi+ |o()P)
In (0,1] 0
1/2
= ([ Bl PRN et b s )
I,
Dies beweist die Giiltigkeit der behaupteten Ungleichung mit derselben Konstante x = &

auf dem Intervall 7, . Q.E.D.

Wir bemerken, dass es eine interessante Ubungsaufgabe ist, die Abschitzung (4.2.16)
direkt ohne Verwendung des Skalierungsarguments zu beweisen und dabei auch die ,,beste*
Konstante x = k(r) zu bestimmen. Man beachte, dass (4.2.16) nicht gleichméBig fur
o € CYI,) gilt.

Als néchstes betrachten wir den Fall | steifer AWAn unter der zuséitzlichen Annahme,
dass die rechte Seite f(¢,-) L-stetig ist und die strikte Monotonieeigenschaft

—(flt,z) — ft,y), o —y) > yllz —yl’ tel, z,yeRY, (4.2.18)

besitzt mit einer Konstante v > 0. Dies ist z.B. der Fall fir f(¢,z) = A(t)x + b(t) mit
einer (gleichméfig bzgl. t) negativ definiten Matrix A(t) .
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Satz 4.2 (dG-Verfahren fiir steife AWAn): Die AWA habe eine L-stetige und strikt
monotone rechte Seite f(t,x). Die Galerkin-Gleichung (4.2.6) besitzt dann unabhdngig
von der Schrittweite eine eindeutige Léosung U € S,(f)(l), welche mit dem Newton-
Verfahren berechnet werden kann.

Beweis: Ausgangspunkt ist die lokale Galerkin-Gleichung

/ U~ f(LU). @) dt+ (UF 1o ) = (Ur ot 1) Vo€ P(L).  (4219)

In

Dies ist dquivalent zu einer nichtlinearen Gleichung fiir U € P,(I,)¢. Wir wollen zeigen,
dass die zugehorige Abbildung strikt monoton ist. Die (eindeutige) Losbarkeit der Glei-
chung (4.2.19) fiir beliebigen Anfangswert U, ; wird dann durch Korollar 1.7 garantiert.
Fiir zwei Funktionen U, V' € P,(I,,) und ihre Differenz W := U=V gilt unter Verwendung
der Monotonieeigenschaft von f(t,-):

/ (W'~ F(LU) + F(6 V)W) dt 4 Wi P

In

1d
> 14 2 2 + 2
> [ {GHIWIE AW i i)

1 _ 1
= SIWIF+ IR+ [ wPar

Da alle Normen auf dem endlich dimensionalen Vektorraum P,(I,)? #quivalent sind,
bedeutet dies die behauptete starke Monotonie der Abbildung. Q.E.D.

Bemerkung: Wir bemerken, dass in Satz 4.2 fiir »r = 0 und r = 1 als Voraussetzung
die einfache Semi-Monotonie der Funktion f(¢,-) ausreicht. In diesem Fall ist ndmlich

bereits L2
W= (W, 1P+ W 01?)

eine Norm auf P,(I,)¢, so dass v = 0 sein darf. Ob dies auch richtig ist fiir r > 2, ist
eine (zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Skriptums) noch offene Frage. Ein einfaches
Beispiel fiir eine steife AWA mit nur semi-monotoner rechter Seite ist das 4 x 4-System

u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=(1,0,1,1)7

mit der Matrix

=100 0 O O

0 0 1
A:

0 —-120

0 0 0 -1

und der Losung
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4.2.3 Andere Arten von Galerkin-Verfahren

Neben dem impliziten Euler-Schema lassen sich auch einige der anderen bisher betrach-
teten einfachen Einschrittformeln als Varianten von Galerkin-Verfahren deuten.

a) Verwendet man bei der Herleitung der variationellen Formulierung (4.2.4) ein Punkt-

gitter {to,...,tx} mit nach rechts halboffenen Teilintervallen I, = [t,_1,t,), so erhélt
man

N

SA[ @ - rwaneas (@ b -0

n=1 In

Ein unstetiger Galerkin-Ansatz mit stiickweise konstanten Funktionen ergibt dann die
Rekursionsgleichungen

U, = [ ft,U)dt, 1<n<N.

In

Diese entsprechen offensichtlich einem expliziten Einschrittverfahren fiir die Gréflen U, :=
U, welches im autonomen Fall, f(¢,z) = f(z), oder nach numerischer Integration mit
der linksseitigen Boxregel mit der Polygonzugmethode (explizites Euler-Verfahren)

Un - Un—l + hnf(tn—la Un—l)

iubereinstimmt.

b) Ausgehend von der variationellen Formulierung (4.2.4) kann man auf dem Gitter
{to,...,tn} stetige Ansitze fiir U machen. Damit dies aber wieder ein Zeitschrittverfahren
liefert, welches rekursiv von Zeitlevel zu Zeitlevel abgearbeitet werden kann, miissen die
Testfunktionen als unstetig gewéhlt werden. Dies ergibt dann ein sog. ,,Petrow-Galerkin-
Verfahren“ im Gegensatz zum ,, Galerkin-Verfahren“, bei dem Ansatz- und Testraum die-
selben sind. Bei Wahl von stiickweise linearen Ansétzen fiir U und stiickweise konstanten
Testfunktionen ergibt sich wegen U, := U,y = U,; das Schema

/ (U — F(t.UY} dt =0

bzw.

Up—Un1 4+ | ft,h (= tu ) Uy + bt (ty — Uy dt .

In

Dieses Schema stimmt fiir eine lineare, autonome AWA mit f(t,x) = Az + b oder bei
Anwendung der Trapezregel auf das Integral offenbar mit der Trapezformel

Un = Un—l + %hn {f(tna Un) + f(tn—la Un—l)} .

iiberein. Die Resultate der folgenden Abschnitte zur a prioriund a posteriori Fehleranalyse
und Schrittweitensteuerung bei den unstetigen Galerkin-Verfahren gelten sinngeméfl auch
fiir diese stetigen Petrow-Galerkin-Verfahren.
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4.3 A priori Fehleranalyse

Die dG(r)-Verfahren lassen a priori Fehlerabschitzungen zu, welche eine dhnliche
Struktur wie diejenigen fiir Differenzenverfahren haben. Sie stellen aber etwas geringe-
re Anforderungen an die Regularitdt der exakten Losung. Wir wollen diesen wichtigen

Punkt zunéchst anhand eines ganz einfachen Spezialfalles diskutieren. Betrachtet werde
die triviale skalare AWA

W)= f(t), teI=[0,1, u(0)=0, (4.3.20)

deren Losung u(t) gerade die Stammfunktion der rechten Seite f(¢) iiber dem jeweiligen
Intervall [0,¢] ist. Die dG(0)-Verfahren nimmt angewendet auf diese AWA die folgende
Gestalt an:

U - =U0",=1[ f)dt+U,_,. (4.3.21)
In
Die exakte Losung wu(t) erfiillt offenbar dieselbe Gleichung,

Uy, = f@t)dt +up_q,
In

so dass der Fehler e = v — U zu den Zeiten ¢, verschwindet: ej =e; = ... =¢ey =0
In den Zwischenpunkten ¢ € I, gilt
tn tn
le(t)] = ‘/ e’dt’ = ‘/ u'dt’ < hpsup [U], teEl,.
t t In
Dies impliziert die globale Fehlerabschétzung
< ! 3.
Sup lel < max {hn, Sup '} (4.3.22)

welche fiir stiickweise konstante Approximation (r = 0) hinsichtlich der Konvergenzord-
nung und den Regularitdtsanforderungen an die Losung w sicherlich optimal ist. Ver-
gleicht man dieses Resultat mit dem entsprechenden fiir das implizite Euler-Verfahren
(fiir die vorliegende semi-monotone AWA),

N
<1 2 " < lT " 439
suple| < 33 A sup | < 3T max {hnsup |u"]} (4.3.23)

n=1 In

so fallen zwei Unterschiede auf:

— Der Fehler in (4.3.23) wéchst linear mit der Zeit T'.

— Die Abschétzung (4.3.23) erfordert eine Schranke fiir die zweite Ableitung u* .
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Dieser Unterschied ist verfahrenstypisch und tritt auch im Fall allgemeinerer AWA auf.
Im betrachteten trivialen Fall wére die Folgerung fiir die dG(0)-Verfahren, dass die Aus-
wertung der Integrale in (4.3.21) statt mit der Box-Regel (wie beim impliziten Euler-
Verfahren) besser mit einer Quadraturformel 2. Ordnung, z.B. der Mittelpunktsregel,
erfolgen sollte:

Un - hnf(tn—1/2) + Un—l 5 tn—1/2 = %(tn + tn—l) .

Fiir dieses Differenzenverfahren erhélt man die Fehlerdarstellung

tn
€n = €n—1 _'_/ f(t> dt — hnf(tn—1/2) =eép1+ ihif”(gn) .
tn—1

Hieraus folgt die Abschitzung

sup le| < max {h,sup [v/| + 5 T h2 sup |f"|}. (4.3.24)
I 1<n<N In In

Der bei Intergration iiber grofie Zeitintervalle dominante Zeitfaktor 7' kann hier durch
die erhchte Potenz der Schrittweite h, kompensiert werden. Dies macht Sinn, wenn die
hoheren Ableitungen der Losung nicht deutlich grofler als die niedrigen sind. Dies ist
natiirlich im vorliegenden Spezialfall kein allzu grofler Fortschritt, aber das zugrunde
liegende Prinzip ist auch in viel allgemeineren Situationen wirksam und fiithrt zu neu-
artigen Ansétzen bei der Kontrolle des Diskretisierungsfehlers. Insbesondere erscheint in
der Abschitzung (4.3.24) der reine Verfahrensfehler (Approximation der Zeitableitung)
separiert vom Quadraturfehler bei der Auswertung der rechten Seite f(t,-). Beim Diffe-
renzenverfahren werden dagegen beide Fehleranteile vermischt.

Wir geben nun a priori Abschitzungen fiir den Diskretisierungsfehler der dG(r)-Verfah-
ren an.

Satz 4.3 (A priori Fehler - nicht-steif): Im Fall einer allgemeinen L-stetigen AWA
gilt fir das dG(r)-Verfahren fiir hinreichend kleine Schrittweiten h, < /L (siehe Satz
4.1) die a priori Fehlerabschitzung

r+1 (r+1)
sup [lel] < K max {I;, sp [u O, (4.3.25)
mit einer im allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T) .

Beweis: Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.

(i) Wir betrachten als Ubung zunichst den einfachsten Fall » = 0. Subtraktion der
Gleichungen fiir v und U,

U, = f(t,u(t)) dt + u,_q,
I7L

Uy =Uy= | fLU®)dt+ U,

n
In
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ergibt fiir die Differenz e, :=u,, — U, :

n

en = [ {ftu®) = f(LU#)}dt + ens

-/ {F @ u®) = f(tun) + FEun) = F(EU@)}dE+ en.

Damit folgt

||en||:/1 [t u®) = f (& un)l[ dt+ [ NF(E un) = f(E U dE+ [len]

In

< Lhy sup [w(t) = w(tn)ll + Lhn[en]] + [[enill,
teln

und weiter durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung und Beachtung von ey = 0:
len]] < L Z honllem|| + L Z hmiup [w(t) = wtm)]-
Die diskrete Gronwollsche Ungleichugn liefert dann die Abschétzung

lex | < evHtnto) LZ hom sUD [lu(t) = u(tm)]l;

m—1 telm

bzw.

sup [|e]] < sup [[u(t) — unl + [len]
teln

teln

< sup [|u(t) — uy|| + €0 LZ him sup [u(t) = ultm)]-

teln

Mit Hilfe der Abschéitzung

Jut) = u(tn)l| = |

m=1

tm tm
[ v < [T 1) < s ).
t t Im

sup |le|]| < K(L,T) max {h sup||u 1}

tel,
Dies impliziert die behauptete Fehlerabschatzung fir r=20.

erhalten wir also

(ii) Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall » > 0 zu. Der exakten Losung u wird
eine Approximierende U € S}(LT)(I ) zugeordnet durch die Vorschrift

Uy =ult). [ 0 -uwgdt=0 Vg€ Pyl n=1,.N
I7L

Wir werden unten in Hilfssatz 4.2 zeigen, dass diese Approximierende lokal auf jedem
Teilintervall I, eindeutig bestimmt ist (7 + 1 Bestimmungsgleichungen fiir r + 1 freie
Parameter) und dass die Fehlerabschitzung gilt:

sup |lu — U|| < ¢y hit sup V| (4.3.26)

n
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mit einer sog. ,Interpolationskonstante® ¢; > 0. Fiir diese Approximierende U gilt nach
Konstruktion mit beliebigem ¢ € P.(I,,) die folgende Beziehung (beachte ¢’ € P._1(I,,))

/I (O, 0) dt+ (T .07 ,) = / (0. dt + (T o7)

:_/ (u, ") dt + (un, ;)

In

Z/I(U/=<P) dt + (tn-1, 9} 1)
= [ Gttah oyt + (o). (43.27)

(iii) Wir wollen eine rekursive Abschétzung fiir den intervallweisen Fehlerterm £,
sup; |le||* herleiten. Dazu wird aufgespalten e :=é+n mit e:=u—U und n:=U—U.
Im Hinblick auf (4.3.26) geniigt es, die Fehlerkomponente 1 abzuschidtzen. Wir bedienen
uns dazu der ,diskreten“ Sobolewschen Ungleichung (4.2.16) fiir n € P.(I,):

suplol < 62 { [ I/ —ta-r)de+ g 2}, (4.3.29)
n I7L
Durch Subtraktion der Gleichungen (4.2.7) fiir U und (4.3.27) fiir U erhalten wir

/I (o) dt + (1 ) = / (Flw) = F(U).0) i+ (107 a)

fiir beliebiges ¢ € P,(I,,). Wir wihlen nun ¢ :=n und erhalten

/ (of ) dt + [t |2 = / (F(t ) — F(EU)m) db+ (ot

In In

bzw. bei Beachtung von (7/,7) = +||n||* und anschliefender Integration iiber I,,:

1
2

sl P+ gl < L/I lellinll dt + 3lmm_o 1 + 3l lI*.

Dies ergibt
Iny 117 < 2L/l lell Il dt + [In7_y[I*,

und nach rekursiver Anwendung fiir n,n—1,...;,1 und Beachtung von n; =0:

I |1 < 2L | lellnllde (4.3.20)
Als néchstes setzen wir ¢ :=n/(t—t,_1) € P,({,—1) und erhalten

||?7’||2(t—tn-1)dt=/l (f(t,u) = f(£,U), n)(E—tn dt<L/ lelllln' || (¢ —tn—1) dt

9 /2
<1 [ et ) ([ et )

In
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bzw.

I 1P(t—taor) dt < L* [ |le||>(t—t,_1)dt. (4.3.30)

I In

Kombination der Abschitzungen (4.3.28), (4.3.29) und (4.3.30) ergibt
sup [[n]|* < K2 LA sup [le]|* + 267 Ly~ hy sup |le||[n]] -
In I —

Unter Verwendung der Abschitzung (4.3.26) fiir € = u—U erschlieflen wir hieraus

sup [le” < 25> LA sup [l|” + 2erh2+ sup ™V

n n n

+ KLY h{3sup [lel]? + 2¢,h2 2 sup a2}
v=1 L I

< 5k%L Z h, sup ||e||* + 4k*Ler Z Ry sup [[ul D2,
v=1 L L

v=1

wobei 0.B.d.A. k2L > 1 und Lh, < 1 angenommen wurde. Auf der Basis dieser Bezie-
hung liefert nun die diskrete Gronwallsche Ungleichung (2.1.11) unter der Voraussetzung
5k%2Lh, < 1, dass

sup |le]|? < ex 0,5k2Lh,)4k%Le h¥+3 qup [|u Y 2 4.3.31
el < exp( D 5L, Ler S sup )| (4331)

v=0 v=1

wobei ¢, = (1 — 5x%Lh,,)~". Dies impliziert die behauptete a priori Fehlerabschiitzung
mit der Konstante o := 1/(5x2) . Q.E.D.

Hilfssatz 4.2 (Interpolationssatz): FEiner Funktion u € C™(I,,) wird durch die Vor-
schrift

U, = u(ty), / (U —u)gdt=0 Vq€ P,_(I,)", (4.3.32)

In

eindeutig eine Interpolierende U € P.(1,)) zugeordnet. Fiir diese gilt die Fehlerabschitzung

sup ||u — U|| < erh?sup |[u™Y]), (4.3.33)

n n

mit einer von h, unabhingigen sog. ,Interpolationskonstante® cy = c;(r) .

Beweis: (i) Auf dem Intervall I, haben wir r + 1 lineare Bedingungen (4.3.32) zur
Bestimmung der ebenfalls 7 + 1 freien Parameter in U € P,(I,). Das resultierende
lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung, da jedes Polynom p € P.(1,)
mit den Eigenschaften

p, =0, / pqdt =0 Vqe Pr_l(In)d.

In
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notwendig das Nullpolynom p = 0 ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass p # 0 ist.
Seien {7;,i = 1,...,m} die Nullstellen von p im Innern von I,, mit ungerader Vielfachheit.
Dann gilt

/p(t)H(t—n)dt:/ pt) [Jt—m)*dt >0

In i=1 In i=1

mit einem Polynom p ohne Nullstelle in [,,. Da nun p orthogonal zu allen Polynomen in
P,_; ist, muf} also zwangslaufig m > r sein. Zusammen mit 7,,; := ¢, hat also p genau
r 4+ 1 (dann notwendig einfache) Nullstellen, und es ergibt sich der Widerspruch p =0.
(i) Mit demselben Argument wie unter (i) erhalten wir, dass die Fehlerfunktion v — U €
C™(1I,,) in I, mindestens 7+ 1 (einfache) Nullstellen besitzt. Betrachten wir nun das
Nullpolynom p = 0 als Lagrange-Interpolierende in P,(I,,) von u—U in diesen Punkten,
so liefert die allgemeine Fehlerabschétzung fiir die Lagrange-Interpolation die folgende
Abschétzung:

_ _ 1
sup [|[u — U] < Rttsup ||(u— 0) Y| = ——— A sup |Ju™Y))
= U € gy 7 sup = 0 = i s )
Dies impliziert die Behauptung mit der Konstante c; := ﬁ . Q.E.D.

Fir das dG(r)-Verfahren 1afit sich mit einer ganz anderen als der in Satz 4.3 ver-
wendeten Beweistechnik zeigen, dass der Fehler in den diskreten Zeitpunkten ¢, sogar
mit der besseren Ordnung O(h™2) konvergiert. Dieser sog. ,, Superapproximationseffekt*
kann natiirlich nicht auf dem ganzen Intervall I gelten, da allgemeine Funktionen durch
Polynome vom Grad r global hichstens mit der Ordnung O(h"*1) approximiert werden
konnen.

Satz 4.4 (Superkonvergenz): Das dG(r)-Verfahren ist ,superkonvergent in den Stiitz-
punkten t, , d.h.: Fir den Fehler e :=u—U gilt:

< r+2 (r+1) 2
max fle(t)]| < K max {h, sup [u I} + K maxle]]*, (4.3.34)

mit einer im Allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T).

Beweis: Zum Beweis bedienen wir uns eines sog. ,,(diskreten) Dualitdtsarguments“. Sei
wieder e :=wu — U gesetzt.

(1) Zunéchst schreiben wir

d

1 1
f(t,u)—f(t,U):/O Ef(t,thse)ds:/o fo(t,U+se)eds =: B(t)e.
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Fiir die Semi-Linearform A(-;-) von oben gilt damit

Alw; V) — Z {(e’,V)—(f( w)—f(t,U),V)ds} dt
‘I'Z n1> (60>VE))

:Z {(6/,‘/) 6V}dt+z n17 _'_(68—7‘/0—1—)‘
n=1 In

Die rechte Seite definiert nun offenbar eine von v und U abhéngige Bilinearform

Lu, )W, V)= [ {(W,V)- WV}dH—Z L1, Vil y) + (Wi, Vih).

Mit dieser gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitét:
L(u,U)(e,V) = A(w; V) — A(U; V) =0, Ve S ().
Fiir die Form L(u,w)(W, V') erhalten wir mit

/0 ot utse) ds = Fu(t,u)

durch partielle Integration und Umordnung von Termen:

L(uu WV Z/I fxtuWV dt—FZ nl,V ) (WO,VO)

n=2
N-1

—Z/I (W, V' = folt,u) V) dt = > (W, [V]eor) + Wy, V).

n=1

(ii) Sei nun Z € S,(LT)(I ) die Losung des diskreten variationellen Problems
Luw,u)(V, Z) = (Viy,ey) YV e S(I). (4.3.35)
Dies ist die dG(r)-Approximation des linearen ,,dualen Problems* (,,Riickwértsproblem*)
2+ fot,u)'z=0, ty>t>0, z2(ty)=ey. (4.3.36)

Diese AWA ist wohl-gestellt, da sie nach der Transformation s = ty—t und Z(s) := z(t)
in die wohl-gestellte ,, Vorwértsaufgabe*

Z— fuls,u)2=0, 0<s<ty, 2(0)=ey,

iibergeht. Fiir die diskrete ,,duale Losung* Z gilt die a priori Abschitzung

sup |||+ [ 12/t < csalex ]| (4337
I
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mit einer sog. ,Stabilitdtskonstante® cgj,, die i. Allg. exponentiell von Schranken fiir
fu(t,x), d.h. L, und T abhéngt.

(iii) Wir setzen n := U — U, wobei U € S T( ) wieder die oben eingefiihrte Appro-
ximation der exakten Losung w ist. Mit dieser gilt konstruktionsgemifl ey = 7y . Wir
setzen nun V :=1n:= U—U in (4.3.35) und € := v — U . Dann ergibt sich mit Hilfe der
Definitionsgleichung von Z und der Galerkin-Orthogonalitét fir U :

Lu, u)(n, Z)
L(u, U)( ) = (L(w,U
( U

||€N||2

Den zweiten Term auf der rechten Seite schétzen wir nun wie folgt ab:
N 1
\(L(u, U)—L(u,u))(e, Z)| < Z/ | / (fo(t,U+se)e, Z)ds — (fu(t,u)e, Z)| dt
n=1"1In 0
< LT sup [el*sup | 2] < s LT sup e]*ex]

Zur weiteren Behandlung des ersten Terms auf der rechten Seite verwenden wir die Pro-
jektionseigenschaften von e wie folgt:

N-1

L(u, u)(e. 2) Z/I Lt Z)dt = 3 (@ [Zla) + (. Z)

n=1
_ Z/j (& folt,u)" Z — Py fo(t,u)*Z) dt
n=1 n

Hieraus folgt dann mit Hilfe der iiblichen Fehlerabschétzungen fiir € und F:
N
|L(u, u)(€, Z)| < Z/ ell] f=(t, w)" 2 = Pofe(t, u)"Z]| dt
n=1"1In
N
<er Yo m sup [ (5t 2) )
n=1 In

< r+1 (r+2) ! )
< s max {17 sup ||}Z w2

Durch Ausdifferenzieren sehen wir, dass auf jedem Zeilintervall I, gilt:

1(f=(t,u)* Z) O < c{IZO1+ 12"}
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Mit der obigen a priori Abschéitzung fiir Z folgt daher

L)@ 2)| < eresn max (A" sup [u ]} e |
N> I

n

Kombination der bis hierhin abgeleiteten Abschétzungen ergibt nun

—1| < 42 (r+1) 2
lexll < cresn 12}?&{% SKPHU ||}+Cs,hLTSI}p||€H

Q.E.D.

Bemerkung 4.1: Mit Hilfe einer Verfeinerung des vorangehenden Beweises 148t sich zei-
gen, dass das dG(r)-Verfahren in den diskreten Zeitpunkten sogar eine noch hohere Kon-
vergenzordnung besitzt:

< 2T+1 (T+1) 2 3.
max fle(ta)]| < K max {7 sup [[u”V]]} + K max|le], (4.3.38)

n

Dies bedeutet fiir das dG(0)-Verfahren (implizites Euler-Verfahren) noch keine Verbesse-
rung gegeniiber der Konvergenzordnung m = 1, doch beim dG(1)-Verfahren ergibt sich
bereits die Ordnung m = 3.

4.4 A posteriori Fehlerschitzung und Schrittweitenkontrolle

4.4.1 Allgemeines zur a posteriori Fehleranalyse

Wir wollen die allgemeine Vorgehensweise bei der a posteriori Fehleranalyse fiir Galerkin-
Verfahren zunéchst in dem einfacheren Rahmen algebraischer Gleichungssysteme herlei-
ten. Wir beginnen mit der approximativen Losung linearer Probleme. Mit (reguldren)
Matrizen A, A, € R und Vektoren b, b, € R" seien die Gleichungssysteme

Ax = b, Ahl’h = bh

betrachtet. Zur Abschéitzung des Fehlers ej, := z — x;, kann man sich des ,,Abschneide-
fehlers* 7, := Apx — b, oder des ,Residuums®“ p, := b — Axj, bedienen. Fiir ersteres
gilt

Aheh = AhSL’ — Ahl’h = Ahl’ — bh = Tph

und folglich
leall < 1145 1 I 7all. (4.4.39)

Dies entspricht der typischen Vorgehensweise bei der a priori Fehleranalyse von Differen-
zenverfahren fiir AWAn. Die resultierende Fehlerschranke basiert auf Abschéatzungen fiir
den (unbekannten) Abschneidefehler 7, sowie der Stabilitéit des , diskreten“ Operators
Ay, d.h. auf Schranken der Form ||A; || < cs;, mit gleichmiBig bzgl. des Parameters
h beschrankten Konstanten cgj . Diese Beziehung kann zum Nachweis der Konvergenz
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lenll = 0 (h — 0) verwendet werden. Sie erlaubt aber nur mit starken Einschrénkungen
eine a posteriori Fehlerschétzung.

Mit dem Residuum p;, gilt
Aep, = Ax — Az, = b — Axy, = py
und folglich
lenll < LA™ lpll- (4.4.40)

In diesem Fall ist der Fehler abgeschétzt durch das auswertbare Residuum mit der Sta-
bilitdtskonstante cg := ||A™!|| des ungestérten Operators A. Hieraus lifit sich meist
keine a priori Information iiber die Konvergenz der Approximation fiir h — 0 ableiten,
wohl aber eine a posteriori Fehlerabschiatzung fiir die berechnete Nédherung xzj . Dazu
ist eine Schétzung fiir die Stabilitdtskonstante cg erforderlich, welche im allg. kaum mit
brauchbarer Genauigkeit zur Verfiigung steht.

Die Bestimmung der Stabilitdtskonstante cg kann numerisch vorgenommen werden.
Dazu nehmen wir an, dass die Abschétzung einer Fehlerkomponente |ep, ;| oder allgemei-
ner eines linearen Funktionalwerts

J(en) = (en, J)

mit einem Vektor j € R" gewiinscht ist. Die Abschitzung der Norm ||ey]|, a8t sich mit
der Setzung j := |les]| ‘e in diesen Rahmen einordnen. Mit der Losung z € R™ des sog.
,dualen* Problems

Az =, (4.4.41)
gebildet mit der ,Adjungierten* (hier der Transponierten) A* von A, gilt dann
J(en) = (en,J) = (en, A2) = (Aen, z) = (pn, 2)
und folglich die ,,gewichtete“ Fehlerabschatzung

|J(en)| < Z |23 | phal - (4.4.42)
i=1
In dieser Beziehung beschreiben die Gewichte w; := |z;| die Auswirkung einer Reduzie-

rung der einzelnen Residuenkomponenten p; (durch Verbesserung der Approximation)
auf die ZielgroBe J(ep). Zur Auswertung dieser Abschitzung muf die ,,duale“ Losung z
aus (4.4.41) bestimmt werden. Der dazu erforderliche Aufwand entspricht etwa dem der
Losung des eigentlichen Problems, d.h.: Zielorientierte a posteriori Fehlerschatzung ist
kostspielig.

Wir wollen nun die eben beschriebene Vorgehensweise zur Ableitung von a posteriori
Fehlerabschétzungen fiir allgemeine Funktionale des Fehlers fiir nichtlineare Gleichungssy-
steme verallgemeinern. Mit zwei stetig differenzierbaren Abbildungen A(-), An(:) : R* —
R™ und Vektoren b, b, € R™ seien die Systeme

A(ZL’) = b, Ah(l’h) = bh, (4443)



118 Galerkin-Verfahren

betrachtet. Die Abbildung A(-) sei differenzierbar mit Jacobi-Matrix A’(z). Wir nehmen
an, dass die beiden Probleme in (4.4.43) eindeutige Losungen haben. Wir wollen wieder
den Approximationsfehler e, := x — x; mit Hilfe des berechenbaren Residuums pj :=
b—A(xy,) abschétzen. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt fiir beliebiges y € R™:

(ret) = (Ae) = Alan)ow) = [ 5w+ sen)o) ds
= [ arrseaen ) ds = (B,

mit der von x und x; abhéngigen Matrix
1
B, = B(z,xp) ::/ Al(xp+sep) ds .
0

Ist wieder ein Funktionalwert J(e,) = (ep,7) abzuschitzen, wird nun das lineare duale
Problem

Brz=j (4.4.44)
verwendet. Mit seiner Losung z gilt dann nach Konstruktion:
J(en) = (en,J) = (en, Byz) = (Bnen, 2) = (p, 2),

bzw. genau wie im linearen Fall:

n

[T(en) <n=>l|zllpil- (4.4.45)

1=1

Zur Auswertung dieser Abschitzung wére nun wieder das duale Problem zu lésen. Dies
ist aber nicht ohne weiteres moglich, da die Matrix Bj von der unbekannten Losung =z
abhéngt. Es liegt nahe, hier pragmatisch einfach x durch die berechnete Approximation
xp, zu ersetzen. Dies fithrt wegen

1
Bh ~ Bh = B([L’h,l’h) = / A/(l'h) ds = A,(l’h).
0
auf das approximative duale Problem
A,(l'h)*g = j

Um den Losungsaufwand weiter zu reduzieren wird auch nur eine Approximation dazu
gelost:
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Mit der resultierenden approximativen dualen Losung z;, wird dann die Fehlerschéitzung
verwendet:

el 1= (pns 2| = D ilpil, @i = [Znal- (4.4.47)

Die Frage nach der Verlafilichkeit der Approximation 7 ~ n kann im Allg. nur heuristisch
beantwortet werden. Zunéchst gilt die gestorte Fehleridentitét

J(en)

(e,) = (en, B;2) = (Buen, 2)
(B — Br)en, %) + (Buen, 2)
(
(

(By, — Bu)en, 2) + (pn, 2)
(Bh — Bu)en, 2) + (pn, 2 — Zn) + (pn, Zn)-

Mit der Lipschitz-Konstante L' von A’(:) gilt

1
|1Br — Bal| = ||/ {A(xn) — A'(wn+sen) } ds|| < 5L |enl.
0
Dies ergibt die Abschéitzung

| J(en)| < 3L lenll® + |lpnlll|Z = Zall + 7.

Die beiden ersten, quadratischen Terme kénnen bei ,gutartigen“ Problemen als klein
gegeniiber dem zu schétzenden Fehler angenommen werden, so dass 7 den wesentlichen
Anteil des Schitzers darstellt.

4.4.2 Realisierung fiir das dG-Verfahren

Die a posteriori Fehleranalyse beim dG(r)-Verfahren bedient sich des eben fiir algebrai-
sche Gleichungssysteme skizzierten Ansatzes. Dieser wird im folgenden Schritt fiir Schritt
entwickelt werden. Wir verwenden wieder die abkiirzende Bezeichnung U fiir die appro-
ximierende Losung der AWA, welche bestimmt ist durch U; = u, und

2

/ (U’—f(t,U),w)dH([U]n—l,wi_l)}=0 Voe s, (44.48)

In

Bei Verwendung der Semilinearform

N
= Z/I (U/— dt"—z n 17V+ (US_,‘/()+>
n=1 n

erhélt dies die kompakte Gestalt

AU (@) = (uo, Vgh) Vo e S(I). (4.4.49)
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Durch Vergleich mit der entsprechenden Gleichung fiir die exakte Losung u erhélt man
die Beziehung (Galerkin-Orthogonalitét)

Au) () — AU)(p) =0 Vo e SU(I). (4.4.50)
Wir wollen eine a posteriori Abschéitzung fiir den Fehler e = u — U zum Zeitpunkt ¢y

herleiten. Die Rolle des Residuums der diskreten Losung U iibernimmt das Funktional
p(U)(+), welches durch folgende Relation definiert ist:

p(U)(p) = (uo, ) — A(U)(¢), @€ V().

Offenbar ist p(U)(¢)=0 Ve € S,(LT)(I ), d.h.: Das Residuum ist in einem gewissen Sinne
orthogonal zum diskreten Ansatzraum.

Wir wollen als néchstes das duale Problem zur Abschitzung des Endzeitfehlers e,
herleiten. Die Beziehungen

A(u)(p) = AU)(p) = Z/j (e = {f(t,u)=f(t,U)}, @) dt

+Z eln-1,0n_1) + (€5 ¥0)
und ( f, bezeichnet wieder die Jacobi-Matrix von f(¢,x) bzgl. der Variablen x .)
flt,u)— f(t,U) = /01 fe(t,U + se)eds =: B(t)e
legen die Verwendung der folgenden Bilinearform nahe:

L D)og) = 3 / (' = Bo,g)dt + 3 ([Wlar, ot0) + (0 0)

Die zugehorige adjungierte Form L*(u, U;v, ) := L(u, U; ¢, v) erhdlt man durch partielle
Integration in der Form

L)) =3 [ (= Bophdi= Y (o) + (3, 5)

mit der adjungierten Matrix B* von B.Im Rahmen des Dualitdtsarguments wird nun
eine Funktion 2 € V(I) gesucht mit den Eigenschaften 2y = |ley| ey und

L, U)(2, 0) = (25, o%) Ve € V(I). (4.4.51)

Dieses in der Zeit riickwarts laufende Problem ist linear und von derselben Struktur wie
die bisher betrachteten Standardprobleme. Die zugehorige AWA lautet

)+ B*(t)2(t) =0, to<t<tn, z(tn)=|exl ey, (4.4.52)
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und kann durch die einfache Variablentransformation ¢ — ty+tg—1% in eine vorwérts-
laufende iiberfiihrt werden. Ihre eindeutige Losbarkeit folgt daher aus dem allgemeinen
Existenzssatz fiir lineare AWAn.

Mit der dualen Losung z erhélt man nun durch Wahl der Testfunktion ¢ := e in
(4.4.51) die Fehlerdarstellung

lenll = L™(u, Us z,€) = L(u, U)(e, z) = A(u)(z) = A(U)(2) = p(U)(2)

Die Orthogonalitatsbeziehung (4.4.50) erlaubt es nun, auf der rechten Seite eine beliebige
Approximation Z € S,(Lr)(l ) von z einzuschieben. Wir erhalten damit

lex | = p(U)(z = 2), Z e8I (4.4.53)
Das Residuum auf der rechten Seite mufl nun explizit ausgewertet werden. Wir haben im
allgemeinen die Darstellung (beachte U, := ug )
N
p(U)(z=2) = (o — U5 Z LGSR DGR
n=2

_ _i{ /In(R(U”Z‘Z) at + <[U1n_1,<z—Z>:_1>} |

mit dem punktweisen Residuum R(U) := U’ — f(t,U). Wir wollen nun geeignete Kandi-
daten fiir die Approximierenden Z € S,(lr)(f ) diskutieren.

(i) Eine natiirliche Wahl ist die orthogonale Projektion P,z € S\ (I) von z auf S\"(I)
bzgl. des L2-Skalarprodukts (sog. ,, L2-Projektion“). Diese ist (eindeutig) bestimmt durch
die intervallweise Orthogonalitédtseigenschaft

/ (z— Poz,q)dt =0 Vq¢& P.(I,)" (4.4.54)
In

Wir werden unten in Hilfssatz 4.3 Fehlerabschiitzungen fiir die L2-Projektion herleiten.
Damit erhédlt man unter Ausnutzung der Orthogonalititseigenschaften von Z = P,z :

N

pU)(z-Prz) = - { /I (R(U)—P,R(U), 2—P,2) dt (4.4.55)

n=1

+ (U, (2= P2)) |

(ii) Eine nahehegende Alternative zur Wahl Z = P,z ist die modifizierte L?-Projektion
Z=Pze Sh , welche fiir » > 1 durch

(P2)F = 2(te-1), / (z—Pz,q)dt =0 VYqé& Po_y(I,)*.
In

definiert ist. Im Fall » = 0 wird nur die Interpolationsbedingung bei ¢,_; wirksam.
Fiir diese Projektion haben wir bereits Fehlerabschitzungen in Hilfssatz 4.2 hergeleitet
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(Tatséchlich wird in Hilfssatz 4.2 eine Variante dieser Projektion mit der Interpolations-
vorschrift (P.z); = z(t,) betrachtet.). Unter Verwendung der Projektionseigenschaften
von Z = P,z und Beachtung von (z—P,z)} ; =0 erhalten wir nun:

p(U)(z Z /1 P, R(U),z—P.z)dt. (4.4.56)

Die beiden Residuumsdarstellungen (4.4.55) und (4.4.56) sind natiirlich im Hinblick auf
die Identitdt (4.4.53) dquivalent.

Aus den Residumsdarstellungen (4.4.55) bzw. (4.4.56) gewinnt man nun unmittelbar
eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir |ley || . Wir fassen dieses Resultat ausgehend von
der einfacheren Darstellung (4.4.56) in einem Satz zusammen.

Satz 4.5 (A posteriori Fehler): Die AWA (4.1.1) sei (global) Lipschitz-stetig. Dann
gilt fiir das dG(r)-Verfahren die lokale a posteriori Fehlerabschitzung

||eN||<Z{sup||R 0)~PaB@)] [ o= at) (4.457)

mit der modifizierten L2-Projektion Z = P,z und der L?-Projektion P,_; auf den An-
satzraum S}(f—l). Hieraus folgt die etwas grobere globale a posteriori Fehlerabschdtzung

S < rl - 4.4.
el < eser mas, {n;*" sup | B(U) ~ B B(U)]) (1.458)
mit der Interpolationskonstante c; aus der Abschdtzung

|z — Poz||dt < c;h:fl/ 120D dt (4.4.59)
In

In

und der Stabilitatskonstante cg aus der Abschdtzung

/ |2V dt < cs. (4.4.60)
1

Ausgehend von der ersten Fehlerdarstellung (4.4.55) erhalten wir die zu (4.4.57) ana-
loge Fehlerabschétzung

leyll < eser max, {n+! sup IR(U) — P.RU)|| + W, || [Uln- |} (4.4.61)
mit der Interpolationskonstante ¢; aus der Abschéatzung

max {/ |z — P.z|| dt, hyl||(z — Prz):_lﬂ} < cjhzﬂ/ ||z(’"+1)|| dt (4.4.62)
I, In
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und derselben Stabilitdtskonstante cg wie in (4.4.60). Eine iiberschlagsweise Analyse
zeigt, dass der Term A" ||R(U) — P,R(U)|| im allgemeinen um mindestens eine h,,-
Potenz kleiner ist als der Term A [|[U],-1]| . Dies legt es nahe, aus Kostengriinden die
folgene vereinfachte Fehlerschétzung zu verwenden:

lexll ~ eser max, {R|I[U]na |} - (4.4.63)

Zur Auswertung der Fehlerschranken (4.4.57) bzw. (4.4.61) bendtigen wir moglichst
gute Abschéitzungen fiir die Interpolationen P,z sowie P,z , d.h. fiir die Interpolations-
konstanten c;.

Hilfssatz 4.3 (Interpolation): Fir die Projektionen P,z € P.(1,) sowie P,z € P,(I,)
gelten die Abschdtzungen

max { / Iz = Pzl dt, hall( — PYF 1} < eqhit / 12740 gt (4.4.64)
In In
bzw.
I2— Balldt < cyh*! / 1200 e (4.4.65)
I In

mit der Interpolationskonstante c¢; = ﬁ .

Beweis: Wir fithren den Beweis konstruktiv, um eine explizite Schranke fiir die Inter-
polationskonstante ¢; zu erhalten. Offenbar geniigt es, die Behauptung im skalaren Fall
d =1 zu zeigen. Wir verwenden zunéchst die Orthogonalitéatseigenschaften von z — P,z
um zu begriinden, dass z— P,z im Innern von [, mindenstens r + 1 paarweise ver-
schiedene Nullstellen haben muf}. Die Argumentation verlduft dabei analog zu der im
Beweis von Hilfssatz 4.2. In diesen Nullstellen {7y, ..., 7.} wird also z durch das Polynom
P,z € P.(1,) interpoliert. Die allgemeine Fehlerdarstellung fiir die Lagrange-Interpolation

lautet
T

(2= P2)(t) = 20, sun ] [ [ (E—50) .

1=0

mit der ,dividierten Differenz“ z[sg,- - ,s,,t] in integraler Darstellung

2[s0, S, ] / / / / 4D (50 + 11 (51 —50) + - -

+ 7(8p—8p—1) + T(t—s,)) drdr, - - - drodry .

Integration iiber I, ergibt dann

|(z — P2)(t)|dt < bt | |z[s0, -, 8, 8] dE <

In In

hr-i-l/ |ZT’+1| dt .
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Dies sieht man wie folgt. Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt zunéchst

1 rn Tr—1 [Tr
|2[s0, - - - ,sr,t]|dt§/ / / / ( 120D (5o + 71 (81— 80) + - - -
I 0 Jo 0 0 In

+ 7 (8p—8,—1) + T(t—s;))| dt) drdr, - - - drodry .

Wir setzen nun

=50+ Ti(s1—50) + -+ (S —5—1) +T(t—5;)

und finden wegen d¢ = 7dt:

|z(r+1)(so +7(s1—80) + -+ 7(sp—81) + 7(t—s,))|dt < T |z(r+1)(§)| d¢ .
I, In

Dies impliziert

1 T1 Tr—1 Tr
|Z[507"' 787‘7t]|dt§/ / / / TdeTT"'dTQdTl ‘Z(T+l)(£)‘d£
I, 0 0 0 0 In
1

< hr-i-l/ ZT’+1 dt .
S GESULAN A

Das Argumentation fiir die Projektion P,z verliuft ganz analog. Q.E.D.

Die Abschéitzung (4.4.57) bezieht sich auf den Fehler zum Endzeitpunkt ¢ty =t + 71 .

Natiirlich folgt hieraus auch eine entsprechende Abschéitzung iiber das ganze Integrati-
onsintervall I, wenn man den jeweiligen Zeitpunkt t,, als Endpunkt des Intervalls [to, ¢,]
betrachtet und (4.4.57) sinngeméf anwendet.

4.4.3 Auswertung der a posteriori Fehlerabschéitzung

Wiéhrend die Interpolationskonstante c; sehr préazise angegeben werden kann, ist die Be-
stimmung der Stabilitdtskonstante cg im allgemeinen schwierig. Dies hat im wesentlichen
drei Ursachen:

— Die Koeffizientenmatrix B* des dualen Problems héngt explizit von der (unbekann-
ten) exakten Losung u ab.

— Die Inhomogenitdt des dualen Problems ist gerade der (unbekannte) Fehler zy =

el

— Selbst bei Kenntnis der exakten Matrix B* sowie der rechten Seite ey wiirde eine
direkte Abschidtzung mit Hilfe der Struktureigenschaften des Problems, d.h. der
Funktion f,, in der Regel eine zu grobe Schranke fiir cg liefern.
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Wir wollen nun die Aussage von Satz 4.5 zunéchst fiir den einfachsten Fall mit » = 0,
d.h. das dG(0)-Verfahren, konkretisieren. Dazu notieren wir zunéichst als Spezialfall von
Hilfssatz 4.3 die folgende Interpolationsabschétzung:

I(z = Poz)y sl < b [ 1IZ] dit, (4.4.66)

In

d.h.: Die Interpolationskonstante ist in diesem Fall ¢; = 1. Zur Bestimmung der zugehori-
gen Stabilitdtskonstante cg stellen wir folgenden Hilfssatz bereit.

Hilfssatz 4.4 (Duale Stabilitét): Fir die duale lineare AWA (4.4.51) gilt die a priori
Abschitzung

J1z1a<pe, 5= [1Bw)a (1.4.67)
I I
Ist die Funktion f(t,x) strikt monoton,

—(f(t,2) = f(t,a), 2 —x) > llz =P, z,2" €R?,

so gilt
/Hz'|| dt < min{T,2/~v}sup||B*| . (4.4.68)
I I

Beweis: Zunichst gilt offensichtlich

/Hz’||dt:/HB*sztSﬁsuszH. (4.4.69)
I I I

Zur weiteren Abschéitzung der rechten Seite schreiben wir

z(t) = v(ty) + /ttN B*zds

und erhalten .
N
=@ < [lz(tn)]] +/ 1B |2l ds .
t

Anwendung des Gronwallschen Lemmas (diesmal riickwérts in der Zeit) ergibt

[z < exp (/tN 13" ds) [|=(tn)]

bzw.
Sl;pHZ(t)H < el|z(tw)]l -

Kombiniert mit (4.4.69) ergibt dies die erste Behauptung. Sei nun die Funktion f(¢,x)
als monoton angenommen. Damit wird auch die Matrix B* definit im Sinne

1
%F%wZA—WﬁwU+Mw%27MW
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Multiplikation von (4.4.52) mit —e?*~=z ergibt

_1d
2 dt

1
{6«,(tN—t)Z2} _ 57 YEN—t) 2 e'Y(tN—t)(B*Z’ 2) =0

und folglich nach Integration von ¢ nach ty

l2@)]] < e 22t

Wir kombinieren dies mit (4.4.69) und finden

St < sup B [ 07 at ()| < main{T. 2/ sup | B ()
I I

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Die Schranken cg = 3e” bzw. cg = min{T, 2/} sup, | B*|| aus den a priori Abschiit-

zungen (4.4.67) bzw. (4.4.68) sind im allgemeinen fiir praktische Zwecke viel zu grob. Zur
Auswertung der a posteriori Abschitzung

lenll < cs max fin|[[Uln | (4.4.70)

<n<N

sollte man daher cg numerisch zu schitzen suchen. Dies konnte etwa nach folgender
Strategie geschehen:

1. Die Koeffizientenmatrix B(t) wird approximiert durch

B(t) = /0 1 FtU +se)ds ~ fo(t,U). (4.4.71)

Dies ist gerechtfertigt, da bei zunehmender Approximationsgenauigkeit in Folge der
Gitteranpassung der Fehler e immer kleiner wird (garantiert durch die a priori
Fehlerabschétzung).

Der Fehler ey wird durch die Differenz der Losungen zu zwei aufeinander folgenden
Gittern approximiert:

ey = Ey = UV=U", zy:=|é&y| tey. (4.4.72)

Dies ist gerechtfertigt, wenn das h’-Gitter bereits sehr fein ist und somit nur heu-
ristisch (und gegebenenfalls durch den Erfolg) begriindbar. Im Fall, dass man nur
an einer einzelnen Fehlerkomponente ey, interessiert ist, kann dagegen mit dem

festen Anfangswert zy := (5J(-i))§vzl gearbeitet werden.

Das duale Hilfsproblem
)+ f(6,U)Z204) =0, to<t<tn, Z(tny)=2z2%, (4.4.73)

wird numerisch auf dem aktuellen (oder aus Sparsamkeitsgriinden moglicherweise
auch auf einem groberen) Gitter gelost. Aus der resultierenden approximierenden
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Losung Z € S,(LT)(I ) wird dann der duale Fehler z — Z oder direkt die globale
Stabilitdtskonstante cg geschétzt:

N
/I||z’||dt ~ Y hall[Z)acall = s (4.4.74)
n=1

Fiir die dG(r)-Verfahren hoherer Ordnung, r > 1, werden zur Auswertung der hoheren
Ableitungen z("t1) der dualen Losung diese direkt mit Hilfe von entsprechenden Differen-
zenquotienten oder (bei nicht zu komplizierten Differentialgleichungen) unter Ausnutzung
der Rekursion 2z’ = —B*z aus der gerechneten Niherung Z geschitzt. Fiir das dG(1)-
Verfahren ergibt sich somit z.B. die approximative Fehlerschétzung

N
_ 1 . I
lenll ~ 5 Y BNULall 1B [Z)as + BYZ; || (4.4.75)
n=1

Dieser ganze Prozess sollte wihrend der fortschreitenden Gitterverfeinerung (und da-
mit einhergehender Fehlerreduktion) iteriert werden. Den Einfluss der unter (1) - (3) be-
schriebenen Approximationsschritte kann man prinzipiell auch a posteriori kontrollieren.
Dies wird jedoch im Detail sehr kompliziert, so dass man sich meist mit einer einfachen
sad-hoc-Kontrolle“ der Entwicklung des Schétzers bei fortschreitender Gitterverfeinerung
begniigt. Wir wollen zum Abschluf} dieser Diskussion noch eine a priori Abschétzung fiir
den Fehler durch den Linearisierungsschritt (1) angeben.

Satz 4.6 (Linearisierung im dualen Problem): Sei Z € V(I) die (eindeutige) Losung
des linearisierten dualen Problems

Z)+ fo(tU)E() =0, to<t<ty, Z(ty)=2}, (4.4.76)

wobei etwa z3, = |ley||"tey zur Abschitzung des Endzeitfehlers gewdihlt ist. Damit gilt
die gestorte a posteriori Fehlerdarstellung

len =R(U;5—Z)+0(s1}p||e!|2), (4.4.77)
mit dem Residuum R(U;-) von U wie oben und einem beliebigen Z € Sf(f)([) .

Beweis: Die variationelle Formulierung des gestorten dualen Problems (4.4.76) lautet
AU 0,2) = (6}, 54) Ve € V(I), (4.4.78)

mit der 1. Ableitung von A(-;-) bei U:

AWUip) = =3 [ (o' + L0070 dt — 3 (g [ohor) + (5 07)
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Die 2. Ableitung von A(-;-) am Argument 7 hat die Form

N
A% (b, p,v) = —Z/j (@, faa(t,m)"v) dt
n=1 n
mit der 2. Ableitung f,, von f nach dem Argument z:

L 82f,(t,x) d
Jon = ( O ;0zy, )z’,j,k:l.

Durch Taylor-Entwicklung bis zum Restglied 2. Stufe erhalten wir
1
Au; 2) = A(U;2) — A'(Use, 2) — / A“(U + se;e, e, 2)(s — 1) ds
0
bzw. .
A(Uie,5) = RUE) + [ AU+ seieve2)(s~ 1) ds
0

mit dem Fehler e := u — U . Wihlen wir in der variationellen Formulierung des dualen
Problems(4.4.78) als Testfunktion ¢ := e, so ergibt sich

1
lexll = A'(Use, 2) = R(U; 2) +/ A“(U + se;e e, 2)(s — 1) ds.
0

Hieraus folgt mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitéit die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung: Eine verfeinerte Schrittweitenwahl ist auf Basis der ,,gewichteten“ a poste-
riori Fehlerabschétzung

wNn<§j{mmnR 0) =P RO)] [ =P ar) (4479

moglich. Dabei sind die ,,Residuen p,, := ||R(U)—P._1R(U)|| direkt auswertbar, wihrend
die ,,Gewichte*

wp = | |lz—Pz| dt
In

aus einer numerisch berechneten diskreten dualen Losung approximiert werden miissen.

4.4.4 Adaptive Schrittweitenwahl beim dG(0)-Verfahren

Die Strategie zur adaptiven Schrittweitensteuerung beim dG(0)-Verfahren sieht dann wie
folgt aus. Sei eine Fehlertoleranz TOL > ¢ (Maschinengenauigkeit) vorgegeben. Be-
ginnend mit einem (moglicherweise dquidistanten) Gitter Ty mit Schrittweitenvektor

(h(o )Mo werden auf einer Folge von sukzessiv verfeinerten Gittern Ty, k = 0,1,2,.. .,
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mit Schrittweitenfolgen (hgﬂ))nNil Néherungslosungen U®) € S,ir)(l ) erzeugt, so dass nach
K Schritten gilt

lu(ty) — US| < TOL. (4.4.80)

Im k-ten Verfeinerungsschritt wird mit der erreichten Losung U = U® auf dem Gitter
Ty zunéchst das duale Problem (4.4.51) nidherungsweise gelost, wobei als Startwert die
Differenz Z3 = ||[(U*=D-U®) ||=H(U*D-U®)) genommen wird. Mit der (diskreten)
dualen Losung Z wird eine approximative Stabilitdtskonstante cg bestimmt zu

N

es = 312 (1481)

n=1

Die Interpolationskonstante, in diesem Fall ¢; = 1, wird als im Voraus bestimmt an-
genommen. Damit wird dann der aktuelle Fehler geschétzt etwa durch die a posteriori
Abschitzung (4.4.63):

lexll ~ eser max, {R|I[U]na |} - (4.4.82)

Um eine gesicherte Abschéitzung fiir sup; [[u—U]|| zu erhalten, muss dieser lokale Pro-
zess fiir jeden Zwischenzeitpunkt ¢, € I separat durchgefiihrt werden, was sehr aufwendig
werden kann.

Das Kriterium zur lokalen Verfeinerung der Gitterweite ist nun, inwieweit die lokalen
Beitrége der Intervalle [, zum Gesamtfehler jeweils noch iiber der gegebenen Toleranz
liegen. Dazu setzt man

pn = |lhy (U]l

und fragt bei den Zeitschritten ¢, ; — ¢, jeweils ab, ob

(a) CSCIhnpn > TOL>
(b) iTOL < cscrh,p, < TOL,
(¢) escrhnpn < iTOL.

Im Fall (a) wird die Schrittweite h, halbiert, im Fall (b) beibehalten und im Fall (c)
verdoppelt. Nach Erreichen des Endzeitpunkts ¢g + 7" wird mit der gerade berechneten
Néherung U erneut das duale Problem gelést und eine verbesserter Wert fiir die Sta-
bilitdtskonstante cg bestimmt. Mit diesem wird der ganze Gitteranpassungszyklus dann
wiederholt. Dieser Proze fithrt nach endlich vielen Schritten zu einer Aquilibrierung der
lokalen Fehlerindikatoren cgcrhy,p, iiber dem Intervall I und zur Reduzierung des Ge-
samtfehlers unter die Toleranz TOL:

cseymin {h,p,} = ||lu(ty) — Un|| = cscymax{h,p,} = TOL,

wobei das erreichte Endgitter dann in gewissem Sinne ,optimal®, d.h. sparsamst ist.
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4.4.5 Vergleich zwischen dG- und Differenzen-Verfahren

Wir wollen die wesentlichen Unterschiede der beschriebenen residuen-basierten Fehler-
und Schrittweitenkontrolle beim Galerkin- Verfahren zur traditionellen Schrittweiten-
steuerung bei Differenzen- Verfahren diskutieren. Dazu beschranken wir uns wieder auf
den einfachsten Fall, ndmlich das dG(0)-Verfahren angewendet fiir eine autonome AWA

u'(t) = f(u), t >0, u(0)=um.

fiir t — 1 singulér wird. Die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang dieser Losung verhilt
sich fiir 0 < ¢, <1 wie L(t,) =2(1 —t,)":

[f (@) = fW)l = e +yllz =y < 2max{[z], |y[}z -yl

Fiir diesen Fall ist das dG(0)-Verfahren

(Ulnr, ) = / (U )dt Voe Po(L), n=1, Uy =up,

dquivalent zum impliziten Euler-Verfahren
Un — Un—l + hnf(Un)a n 2 ]-7 UO = Uy,

wenn man jeweils U, := U, setzt und beriicksichtigt, dass U, = U, ;.
dG(0)-Verfahren: Die Schrittweitenkontrolle beim dG(0)-Verfahren basiert in diesem

einfachen Fall auf der a posteriori Fehlerschéitzung

x| ~ cser max {|[U]n-1l)

mit der Interpolationskonstante ¢; = 1 und der Stabilitédtskonstante cg aus der a priori
Abschéatzung fiir das duale Problem

tn
/ |2'|dt < cg.
to

Das Kriterium fiir die Wahl der lokalen Schrittweite ist

TOL
h, = o o= h U]l (4.4.83)
CrCspPn

Nehmen wir an, dass die verwendeten Schrittweiten bereits klein genug sind, so dass

h Ul & By — | & sup o],

n
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so wird )
hy, =~ (cssup [u']) TOL.
In
Bei dem Testbeispiel ist die Stabilitdtskonstante bestimmt durch das duale Problem (nach
Linearisierung um die exakte Losung w )

2
Z(t) = 1 tz(t), 1>t,>0, z2(ty) =1,

+(t) = exp (2 / ; 1d_3 ) 2(tn) = (11_‘ti)2z<tN>,

Cg S (]. — tN)_2~

mit der Losung

so dass

Dies ergibt unter Beachtung der Bezichung sup; |u'| &~ (1 —1t,)"? und der Schrittweiten-
formel

hn ~ (1 —t,)*(1 — ty)* TOL, (4.4.84)
als Konsequenz ein gleichméfliges Fehlerverhalten

sup |e|] = TOL, 0 < ty < 1.
[07tN}

Zur Abschétzung des Rechenaufwands zur Erzielung dieser Genauigkeit (ohne Bertick-
sichtigung des zusétzlichen Aufwands zur Fehlerkontrolle) bestimmen wir die Anzahl N
von Zeitschritten zur Erreichung des Endzeitpunkts ty aus der Formel

N 1 1 Ny 1 1
N = -1~ LY . 4.4,
; it TOL (1—ty)? ; (I—t,)2 ~ (1—ty)?TOL (4.4.85)

Bei Anndherung an die Singularitét erhoht sich der Aufwand fiir feste Fehlertoleranz TOL
also kubisch mit dem reziproken Abstand zu ¢t =1.

Euler-Verfahren: Die iibliche Schrittweitenkontrolle beim (impliziten) Euler-Verfahren
basiert auf der a priori Fehlerabschitzung (e, = u(t,)—U,, ep = 0)

len| < K(tn) Y halr(u)] (4.4.86)

n=1

mit dem lokalen Abschneidefehler

7 (w)] = A (= 1) = f(un)] < 5hnsup ],

n
n

und einer Konstanten K (ty), die sich im allgemeinen Fall wie

K(ty) ~ exp ( / " L) dt) ~ exp (2 / 1d——tt) ~ oy
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verhélt, wobei L(t) wieder die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang der exakten Losung
u(t) ist. Sei TOL die zu garantierende Fehlertoleranz. Der lokale Abschneidefehler |7,|
wird mit Hilfe eines Extrapolationsschritts iiber das Intervall I,, geschétzt. Nimmt man
an, dass diese Schéitzung exakt ist, so ergibt sich die neue Schrittweite dann geméf

TOL
h, =~ . 4.4.87
K(ix) supy, | (4.4.87)

Hier muf die stark wachsende Stabilitdtskonstante K (t,) aufjeden Fall mit berticksichtigt
werden, um eine krasse Unterschétzung des Fehlers zu verhindern. Wegen sup; |u"| ~
(1 —t,)~3 fiihrt diese Schrittweitenkontrolle auf

hn =~ (1 —tx)*(1—t,)* TOL. (4.4.88)

Wir wollen aber nicht vergessen, dass im Allgemeinen diese Konstante nicht bekannt ist,
und man iiblicherweise rein heuristisch K (tx) = 1 setzen wiirde. Vergleich der Schritt-
weitenformel (4.4.88) mit der entsprechenden Formel (4.4.84) fiir das dG(0)-Verfahren
zeigt, daf} erstere bei Annéherung von t, — 1 eine stidrkere Reduzierung von h,, erzeugt,
was sich natiirlich auch in einem deutlich hoheren numerischen Aufwand niederschlagt:

N

1 1 1 1 1
N~ ——— h, R .
(1—ty)2 2 (1—t,)3 TOL! (1 —tn)* TOL

n=1

Im Gegensatz zur residuen-basierten Fehlerkontrolle des Galerkin-Verfahrens wéchst hier
der Aufwand mit der vierten Potenz des reziproken Abstandes zu ¢t = 1. Dieser Effekt liefle
sich durch eine Verfeinerung der Schrittweitenstrategie, die aber in den iiblichen ODE-
Codes nicht iiblich ist, vermeiden. Dazu bestimmt man die lokale Schrittweite anstatt aus
(4.4.87) gemaB der Formel

TOL
h? . 4.4.89
" N K(ty)sup;, |u”| ( )

Dies ist wegen der Verwendung der (am Zeitpunkt ¢, noch unbekannten) Gesamtanzahl
N der Gitterpunkte eine implizite Strategie, die eigentlich keine vorwértsschreitende Wahl
der lokalen Schrittweiten h,, erlaubt und in jedem (globalen) Verfeinerungsschritt hin-
sichtlich der tatsdchlichen Grofle von N nachiteriert werden miifite. In der Praxis wiirde
man aber, wenn die Verfeinerung in jedem Schritt nicht zu abrupt erfolgt, einfach den
Wert fiir N von der vorausgehenden Verfeinerungsstufe verwenden. Nach dieser Strategie
ergibt sich die Schrittweitenformel

TOL Y2 /TOL
u| ~

1/2
hn & 1—tn)(1 — t,)*?
(NK(tN) sup;_ N ) (1 =tw)( )7

sowie die zugehorige Schrittzahl

N 1/2 1 N 1 N 1/2 1
N~ DI e —— .
TOL 1—ty (1 —1t,)3/2 TOL (1 —ty)3/2

n=1




4.4 A posteriori Fehlerschiatzung und Schrittweitenkontrolle 133

bzw.

1 1
TOL (1 —ty)?
Es ergibt sich nunmehr die gleiche Aufwandschéitzung wie beim Galerkin-Verfahren. Dazu
ist aber beim Differenzenverfahren eine hinreichend genaue Schéitzung (durch Zusatzrech-

nung) der Abschneidefehler 7, erforderlich, wéhrend beim Galerkin-Verfahren nur die
leicht berechenbaren Residuen p,, eingehen.

N =~

Bemerkung: Ein alternativer Zugang zur a posteriori Fehlerschéitzung beim Differen-
zenverfahren verwendet ein , diskretes® Dualitdtsargument dhnlich dem ,, kontinuierlichen*
Dualitdtsargument beim Galerkin-Verfahren. Ausgangspunkt ist wieder die linearisierte
Fehlergleichung

en = en1 + hof' (Up)en + hoTo(u) + h,O(€2). (4.4.90)
Sei Z, die Losung des riickwérts laufenden Euler-Schemas
Zpn1="Zn+hof (U) 201, 0<t, <ty, (4.4.91)
mit Startwert Zy . Damit gilt

(eru Zn) = (enu Zn_Zn—l) + (en_en—h Zn—l) + (en—la Zn—l)
- _hn(erw f,(Un)Zn 1) + hn(f/(Un)em Zn—l)
B (T (1) + O(€3), Zn-1) + (en-1, Zn1),

and nach Summation fir 1 <n < N:

N

(ens Zn) = (0, Zo) + Y hn(Ta(w) + Oey), Znov).

n=1

Fiir Zy := eyllen]|”! und ey = 0 erhalten wir

lenl < CSkZh {7 ()l + O(lleal®)}, (4.4.92)

mit der diskreten Stabilitdtskonstante cgj := maxo<,<ny—1|/Zy||. Vernachldssigung des
quadratischen Fehlerterms ergibt dann

N
||6N|| ~ CS,kZhnHTn(Un)Hv (4493)

mit der Approximation 7,(U,) =~ 7,(u) fiir den Abschneidefehler. Hier ist die im Allge-
meinen zu pessimistische a priori Fehlerkonstante K(ty) ersetzt durch die a posteriori
Stabilitdtskonstante cgj. Die letztere wird in der Praxis aus der berechneten dualen
Losung Z, zu einer Approximation des Startwerts Zy = eyl|len||”! berechnet. Die auf
der Abschitzung (4.4.93) basierende Schrittweitenkontrolle ist wieder implizit wie die fiir
das Galerkin-Verfahren, liefert aber brauchbare Fehlerabschétzungen.
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Fiir beide Verfahrensvarianten, Differenzen- oder Galerkin-Verfahren, kann die Ef-
fizienz der Rechnung durch Verwendung einer stérker lokalisierten Adaptionsstrategie
noch weiter verbessert werden. Ausgangspunkt ist die , gewichtete* a posteriori Fehler-
abschitzung (4.4.79)

N
lewll < S K2 pan
n=1

mit den ,,Residuen“ und ,,Gewichten“
=S RO, =t [ 1= P
In I,
oder

_ 1
on = [Ulnoal,  wn = 3 2| dt.
In

Wie schon vorher berechnen wir p,, ~ sup; |v/| =~ (1—t,)* und

1 1—1¢
_ 1—t)dt ~ h,——.
e A (- T)

Basierend auf der obigen ,gewichteten“ a posteriori Fehlerabschétzung ergibt sich die
Schrittweitenwahl

Wy =

TOLY?
N1/2

B — ( TOL

)~ 1t -T)
Npaw,/ 5

Folglich wird

N1/2 N h,, N1/2

N
N = hoh ' & ~ ’
7; ! (1-T)TOLY? &= (1 —t,)"? (1 - T)TOLY?

und schliefllich
1 1

(1-T)2TOL'

~
~

Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass selbst bei sehr einfachen Anfangswertaufgaben
nur durch sehr sorgfiltige Beriicksichtigung der Regularitéits- und Stabilitatseigenschaften
des zugrunde liegenden Problems eine zuverlidssige und effiziente Fehlerschdtzung und
Schrittweitensteuerung moglich ist. Der Galerkin-Ansatz hat dabei klare konzeptionelle
Vorteile gegeniiber dem Differenzenverfahren, auch wenn beide hier bei diesen extrem
einfachen Beispielen bei richtiger Anwendung der Theorie auf &hnliche Ergebnisse fiihren.
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4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1: Das dG(1)-Verfahren nimmt angewendet auf die AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t>0, u(0)=u,,

die folgende Gestalt an:

2
u-= [ ft,U)dt+U, ,, U, —U!,= . (t,U)(t — t,_1)dt.
I, n JIy

Man konkretisiere dieses Verfahren mit der Setzung v, := U, als implizites Einschritt-

verfahren fiir eine lineare, autonome AWA mit f(¢t,z) = Az +b. Wie sieht das zugehorige
Stabilitatsintervall aus?

Aufgabe 4.2: In der Vorlesung wurde gezeigt, wie auch das explizite Euler-Verfahren
(Polygonzugmethode) iiber einen ,unstetigen Galerkin-Ansatz gewonnen werden kann.

a) Man reproduziere die Herleitung des betreffenden expliziten unstetigen Galerkin-Ver-
fahrens dGeyp(0).

b) Man stelle das entsprechende dGexp(1)-Verfahren auf. Lafit sich hieraus durch Einsatz
geeigneter Quadraturformeln ein explizites Differenzenschema zweiter Ordnung ableiten?

Aufgabe 4.3: | Steife“ AWAn stellen besondere Anforderungen an Losungsverfahren. Ein
Verfahren heifit ,, A-stabil“, wenn es angewendet auf das Modellproblem «/(t) = Au(t) im
Fall Re A < 0 mit konstanter Schrittweite h eine Losung produziert mit der Eigenschaft

sup |ya| < K [yol,
n>0

mit einer von Re A < 0 unabhingigen Konstante K . Es heifit ,stark A-stabil®, wenn
dariiberhinaus gleichméBig fiir ReA — —oo gilt:

lim |y,| = 0.

a) Man zeige zunichst, dass alle dG(r)-Verfahren A-stabil sind.

b) Die Trapezregel ist ,, A-stabil“ aber nicht , stark-A-stabil“. Man zeige, dass die implizite
Euler-Methode sowie allgemeiner alle dG(r)-Verfahren ,,stark-A-stabil“ sind.

Aufgabe 4.4: Sei I, eines der (halboffenen) Teilintervalle von I = [to, to+7] mit Lénge
h, = t, — t,_1 . Die sog. L?>-Projektion m,u € P,(I,,) einer Funktion u € C(I,) auf den
Polynomraum P,(I,,) ist definiert durch

/1 {u(t) - WTU(t)}gp(t) dt =0 V¢ € P.(1,).



136 Galerkin-Verfahren

Man zeige fiir » = 0,1 und entsprechend oft differenzierbare Funktionen die Abschéatzun-
gen

sup |(u — mu)(t)| < hy, sup |u'(t)],

tel, tely
sup |(u — mu) (t)| < 2h2 sup |u“(t)].
tel, tely,

(Hinweis: Man mache sich Gedanken tiber mogliche Nullstellen von u — m,u .)

Aufgabe 4.5: Man lose die AWA
u'(t) =u(t)?, 0<t<1, u(0)=1,

mit der (singuldren) Losung u(t) = (1 —¢)~! mit Hilfe des ,,unstetigen® dG(1)- sowie des
»stetigen c¢G(1)-Verfahrens. Die a priori Fehlerabschétzungen der Vorlesung garantieren
fiir beide Verfahren das Konvergenzverhalten max; |[U — u| = O(h?). Man iiberpriife
die Vorhersage, dass fiir das dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeitgitterpunkten ¢, die
hohere Konvergenzordnung (U — u)(t,)| = O(h*) besteht.

Aufgabe 4.6: Man zeige fiir Funktionen ¢ € P.([,) die sog. ,inverse Beziehung*

/2 1/2
([ wora) < cnn( [ aora)”, oss<r
In

mit einer von h, unabhéngigen Konstante e(r). (HIIIYVGISZ Man verwende eine Trans-
formation auf das Einheitsintervall I := [0,1] und die Aquivalenz von Normen auf dem
Quotientenraum P,.(I)/Ps_1(I).)

Aufgabe 4.7: a) Man beweise fiir Funktionen v € C(I),I = [0,T], die kontinuierliche
sS0bolewsche Ungleichung*

max[o(6)] < [ o0 di+ o)

b) Man beweise weiter die Ungleichung

max |v(t |</~€1/|v |dt—|—/{2}/ dt}
tel

und bestimme die Abhéngigkeit der Konstanten x; von T. (Hinweis: Man verwende
den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und Transformation auf das
Einheitsintervall [0, 1].)

Aufgabe 4.8: Betrachtet werde die AWA
u'(t) =ut)? 0<t<T <1, u(0)=1,

mit der (singuldren) Losung u(t) = (1 —¢)~'. Man konkretisiere hierfiir die in der Vorle-
sung angegebene a priori Fehlerabschitzung fiir das DG(0)-Verfahren und vergleiche sie
mit dem entsprechenden Resultat fiir das implizite Euler-Verfahren. Wie wéchst in beiden
Fallen der Aufwand (gemessen in der Anzahl der Auswertungen von f) in Abhéngigkeit
von der vorgegebenen Toleranz bei Anndherung an die kritische Stelle 7" — 17
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Aufgabe 4.9: In der Vorlesung wurde gezeigt, wie auch das explizite Euler-Verfahren
(Polygonzugmethode) iiber einen ,unstetigen“ Galerkin-Ansatz gewonnen werden kann.
Man zeige, dass dieses dGeyp-Verfahren eine dhnliche a priori Fehlerabschitzung zulafit
wie sein implizites Gegenstiick dG(0):

max |(u — U)(t)] < (1 + cLTe7?) max {h, max |u/(t)|}.

tel 0<n<N tel,
Aufgabe 4.10: Man l6se die 3-dimensionale, steife AWA
u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=(1,0,-1)7,

mit der Systemmatrix

-21 19 =20
A= 19 =21 20
40 —40 —40

und der Losung
Lo 1 o ~
uy(t) = 3¢ + 3¢ {cos(40t) + sin(40t)},
1 1
uy(t) = —e * — 56_40t{COS(40t) + sin(40¢t)},
1
uz(t) = —56_4Ot{cos(40t) — sin(40t)}

mit Hilfe (a) der Trapezregel und (b) des c¢G(1)-Verfahrens. Zu berechnen ist der Wert
u(2) auf 6 wesentliche Dezimalstellen. Man versuche, in beiden Féllen moglichst sparsam
zu arbeiten. Mit welchem Verfahren 148t sich diese Aufgabe am effizientesten, d.h. in
geringster Zeit, 16sen?

Aufgabe 4.11: In der Vorlesung wurde mehrmals die Ungleichung

1
ab < Sa?+ =12, ab>0, >0,
2 2e

verwendet. Man beweise diese Abschitzung. (Hinweis: Binomische Formel)

Aufgabe 4.12: Das cG(1)-Verfahren verwendet auf einer Zerlegung des Losungsinter-
valls I = [ty, to+T] stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen und unstetige, stiickweise
konstante Testfunktionen.

Man fithre mit Hilfe der Vorgehensweise der Vorlesung eine a posteriori Fehleranalyse fiir
das ¢G(1)-Verfahren durch. Abgeschétzt werden soll der Endzeitfehler ||Uy —u(ty)]|. Zur
Vereinfachung konzentriere man sich auf den Fall einer linearen autonomen AWA,

u'(t) = Au(t) +b, t>0, u(0)=uo,

fiir welche das c¢G(1)-Verfahren dquivalent zur , Trapezregel ist.
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Aufgabe 4.13: Fiir ein Intervalle I,, = (t,,_1,t,] der Lange h, =t, —t,_1 bezeichne P,
wieder die L?-Projektion auf den Polynomraum P,(I). Man rekapituliere die Definition
von P, und den Beweis der Fehlerabschitzung

lv — Pov|dt + hy|(v — P)t_ || < bt [ [0 (1)] dt,
I, I,

mit einer von h, und v € C""1(I,,) unabhingigen , Interpolationskonstante® c; .

Aufgabe 4.14: Fiir die Naherungslosung U € S,(Lr)(f ) des dG(r)-Verfahrens wurde in
der Vorlesung u.a. die a posteriori Fehlerabschétzung

sup |u — U] < esey max {hy " sup [|R(U) — P.R(U)|| + By [[[U]a ||}
I 1<n<N In

hergeleitet, mit dem Residuum R(U) := U’ — f(t,U) und der L*>-Projektion P, auf
den Polynomraum P,.(I,). Man iiberlege, ob diese Abschitzung auch ,effizient* bzw.
yordnungs-optimal® ist, d.h. ob mit h := max;<,<y h, gilt:

1<n<N

max {h;"" sup | R(U) — BRU)| + B [|[U]oa ]|} < ch™
I,

Aufgabe 4.15: Man l6se die AWA
u'(t) = u(t)?, 0<<1, wu(0)=1,

mit der (singuliren) Losung u(t) = (1 —¢)~! mit Hilfe des dG(0)- und des impliziten
Euler-Verfahrens bei Verwendung der jeweiligen Strategien zur Schrittweitensteuerung.
Die einzuhaltende Fehlertoleranz ist ¢ = 1073. Man versuche, moglichst weit an die
singuldre Stelle ¢t = 1 heranzurechnen. Wie entwickeln sich bei den beiden Verfahren die
Schrittweiten fiir ¢ — 17

Aufgabe 4.16: Die Galerkin-Verfahren zur Losung von AWA stehen in enger Beziehung
zu den bekannten Differenzenverfahren. Man mache sich zunéchst die Bedeutung der
Notation ,,dG(r)-Verfahren“ bzw. ,,cG(r)-Verfahren“ klar und gebe an, zu welchen Diffe-
renzenverfahren das dG(0)- bzw. das ¢G(1)-Verfahren korrespondieren. Fiir welchen Typ
von AWA besteht jeweils sogar Gleichheit zwischen diesen Galerkin- und den zugehorigen
Differenzenverfahren?
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Die bisher betrachteten Differenzenformeln waren alle Einschrittformeln, d.h.: Bei ihnen
wird der Wert vy, jeweils allein aus dem vorausgehenden v, 1 berechnet. Formeln, bei
denen dazu auf die R vorausgehenden Werte y,,_1, ..., y,_r zuriickgegriffen wird, heiflen
»,Mehrschrittformeln® bzw. ,, R-Schrittformeln“. Fiir lineare Mehrschrittmethoden schrei-
ben wir im folgenden kurz LMM. Zur Durchfiihrung einer solchen Methode benotigt man
Startwerte yo,...,yr_1, die etwa durch eine vorgeschaltete Einschrittmethode berech-
net werden. Zur Vereinfachung der Notation beschrianken wir uns im folgenden auf die
Betrachtung von dquidistanten Zeitgittern {t, = to+nh, n>0}. In der Praxis miissen
natiirlich auch variable Schrittweiten zugelassen werden, was bei Mehrschrittverfahren
aber gewisse technische Schwierigkeiten mit sich bringt (s. unten die diesbeziigliche Be-
merkung im Zusammenhang mit der Schrittweitensteuerung).

5.1 Konstruktion

Mehrschrittformeln lassen sich z.B. durch numerische Integration erzeugen. Die Losung
u der AWA erfiillt

u(tn) = ult_,) /fsu

7L<7

fiir festes o € N. Das Integral auf der rechten Seite wird durch eine Quadraturformel
approximiert. Dazu wird die Funktion f(¢,u(t)) durch ein Polynom p,,(t) vom Grade
m in den Gitterpunkten ¢;_,, 0 < u < m, interpoliert: py,(tx—p) = f(to—p, u(te—p)), 0 <
< m. In der Lagrangeschen Darstellung ist dieses Polynom gegeben durch

m

= m m t_tk—l
=3 flteopulte) LM (@), LM =] ——,
n=0 l

o Th—p — Tkt

l#pn
und der Interpolationsfehler hat die Darstellung
L@ _ LO) (e
[t u(?)) — pm(t) = (1] f (& u(&e)) = CESi (&)
mit einer Zwischenstelle & € [tx_m,, tx] und
H (t —te)
1=0
Damit erhalten wir die Beziehung
m in
ults) = ulta-) + > fpulte) [ L) ds+ O
©=0
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Durch Wahl von ¢ € N und &k € {n—o,...,n} ergeben sich daraus auf einem aquidi-
stanten Gitter die folgenden linearen Mehrschrittverfahren:

yn:yn—o+hz 6,ufk—,u7 nzku
©n=0
mit den Abkiirzungen f, = f(t,,y,) und

tn

B,=h7" / LE™(t) dt

t7l*U
Beispiele: Durch numerische Integration gewonnene LMM

1. Adams-Bashforth-Formeln: o =1, k=n—1 (explizit)

Yn = Yn—1 + Z o1y, yn_1_u)4 / L&m) t)ydt, n>m+1.
pu=0 e

fnflfu tn—1

0: Yp="Yn1+hfn1 Polygonzugmethode)

1 Yn = Yn—1t+ %h’{?’fn—l — fo-2}

20 Y =Yn-1+ 5h{23f1 — 16 frz + 5fn_3}

30 Yo =Yno1+ {55 fn1—59fn 2+ 37fos—9f0a}.

3 3 3 3

2. Adams-Moulton-Formeln: o =1,k=n (implizit)

tn

YUn = Yn-1+ D foon / LiM(t)ydt, n>m.
p=0 ¢

n—1

Yn = Yn—1 + D fy (implizite Euler-Methode)
Yn = Yn-1+ 3h{fo+ fa-1} (Trapezregel)
Yn = Yn—1+ 5h{Bfn+ 8fa1 — froa}

Yn = Y1+ 9 {9fu +19fums — 5fucz + fuos}.

s 3 3 3
I
Yoz

3. Nystrom-Formeln: o=2k=n—1 (explizit)

tn

Yn = Yn—2 + Z fn—l—p / L/([n) (t) dt, n>m.
pn=0 ¢

n—2

m=0: Y, =Ypo+2hfn_1 (Mittelpunktsregel)
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4. Milne-Simpson-Formeln: o =2, k=n (implizit)

tn

ynzu%y+§:ﬁ%M/PLﬁM0ﬁ, n>m.
n=0

tn—2

m=2: Y, =Ypo+ %h {fo+4fu1+ fuo} (Simpson-Regel).

Weitere Mehrschrittformeln lassen sich mit Hilfe der numerischen Differentiation ge-
winnen. In der Differentialgleichung u/(t) = f(¢,u(t)) wird u(t) durch das Interpolations-
polynom p,,(t) m-ter Ordnung zu den Funktionswerten p,(tx—,) = u(tp—,) ,0 < p <m,
ersetzt. Mit Hilfe der Darstellung des Interpolationsfehlers, angewendet fiir u(t),

ult) = pu(®) = o UV, & € o],
ergibt sich
ST LI () ulteoy) = fta, ulta)) + O(A™)

Fiir t, = t,, erhélt man z. B. die impliziten , Riickwértsdifferenzenformeln“ (BDF-Methoden)

zm:L ynu fn> n=m.

(=0
Beispiele: Durch numerische Differentiation gewonnene LMM
m=1: Y, —Yp_1=hf, implizite Fuler-Formel
m=2: Yo— 3Yn-1+ 3Yn-2 = 2hfn
m=3: Yo— Un-1+ 5Yn-2 — 2Un-3 = thfn
m=4: Yo=Y+ Jn2 = {33+ 17Yn-a = 111

Durch Kombination der bisher angegebenen Differenzenformeln lassen sich fast belie-
big viele weitere konstruieren. Die allgemeine Form einer linearen R-Schritt-Formel ist

R R
Z OR—rYn—r = hz /GR—rfn—ra fm = .f(tma ym) 9 (511)
r=0 r=0

mit Konstanten ag = 1 (Normalisierungskonvention; alternativ Zf:o B =1)und |ag|+
|Bo] # 0. Im Falle g =0 ist die Formel explizit, sonst implizit.
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Bemerkung 5.1: i) Die oben angegebenen Mehrschrittformeln lassen sich ohne Schwie-
rigkeiten auch auf Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen anwenden. Dabei
sind lediglich y,, und f,, = f(t,,y,) als Vektoren zu verstehen; die Koeffizienten bleiben
dieselben. Zur Anwendung einer impliziten Formel ist in diesem Fall in jedem Zeitschritt
ein d-dimensionales System nichtlinearer algebraischer Gleichungen zu l6sen.

ii) Die Verwendung dquidistant verteilter Interpolationspunkte bei der Konstruktion der
LMM ist nicht zwingend. Man kann diese auch fiir nicht dquidistante Verteilungen erzeu-
gen, was dann natiirlich zu schrittweiten-abhédngigen Koeffizienten fiihrt, wodurch Nota-
tion und Konvergenzanalyse erschwert werden. Solche , nicht-dquidistante* LMM finden
wegen ihrer grofleren Flexibilitiat, insbesondere in Verbindung mit adaptiver Zeitschritt-
wahl, in der Praxis breite Verwendung.

5.2 Stabilitidt und Konvergenz

Den lokalen Diskretisierungsfehler (Abschneidefehler) der LMM erhédlt man analog
wie bei den Einschrittverfahren durch Einsetzen der exakten Losung in die Differenzen-
gleichung;:

R R
7-7}; - Th(tn) = h_l Z ARy Up—y — Z /GR—Tf(tn—ra un—r) 5
r=0

r=0
mit der abgekiirzten Schreibweise w, = u(t,). Der Abschneidefehler wird auch ,lokaler
Diskretisierungsfehler” genannt. Dies ist gerechtfertigt aufgrund der folgenden Aussage:

Hilfssatz 5.1 (Lokaler Diskretisierungsfehler): Unter der Annahme exakter Start-
werte Yp—p = U (r=1,...R) gilt fiir eine allgemeine LMM die Beziehung

Un = Yn = {1 — O(h|Br|L)}hry. (5.2.2)
Fiir eine explizite LMM, d.h. fiir Bg =0, gilt demnach sogar wu, — y, = htl".

Beweis: Fiir den Fehler e, := u,—y, gilt aufgrund der Annahme e, ., =0 (r=1,..., R)
und bei Beachtung von ap=1:

hT:Z =€n — h’ﬁR{f(tnaun) - f(tna yn)}
Mit der Lipschitz-Konstante L von f(¢,-) folgt daher
I — enll < hIBRIL [eall,
was die behauptete Beziehung impliziert. Q.E.D.

Definition 5.1 (Konsistenz): Die LMM heif§t konsistent (mit der AWA), wenn

max 73] =0 (h—0),
tn€l

und von der Ordnung p > 0 , wenn fir hinreichend glatte Losung u gilt

b — p
max |7 = O(h).
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Hilfssatz 5.2 (Abschneidefehler): Der lokale Diskretisierungsfehler einer LMM be-
sitzt fiir eine analytische Losung u(t) die Darstellung

") =hTtY 0 Cinul(t) (5.2.3)
=0

mit den Koeffizienten Co =S ar_, und (0!:=1,0°:=1)

R
z - {Z' Z r'a R—r _11)' Z ’f’i_l/@R_r}, 1€ N, (524)
T r=0

Beweis: Entwicklung von w,_, = u(t, —rh) und f,_, = f(t, — rh, u(t, — rh)) =
u'(t, —rh) um h =0 ergibt

u(t, —rh) = i (_fh)i u(t,), "(t, — rh)

7!
=0 1=0

8

Wir setzen dies in die Definition von 7/ = 7"(¢,) ein und ordnen nach Potenzen von h:

r=0 i r=0 =0
0 R ripi o0 R i lhz

= h_l Z( 1)Z Z (07 - ’é' u(l)(tn) - h_l Z(_l)l_l Z ﬁR—r (2_1)' u(l)(tn)
i=0 r=0 ’ i=1 r=0

R R
{ZO‘R } )+ 7 12 { ZO ronert (i—ll)! ; ri_lﬁR‘T} Al (t).

Koeffizientenvergleich ergibt also fiir ¢ =0 und ¢ > 1:

; if1 i 1 .
:;OKR—T; Ci=(-1) {EZTQR_T_'_W;T lﬁR—r}.

Q.E.D.

Hilfssatz 5.3 (Konsistenzordnung): FEine LMM ist genau dann konsistent (mit jeder
AWA), wenn gilt

R R

R
Z OéR_T»:O, Z TO‘R—T’“‘Z ﬁR—r :0, (525)
r=0

r=0 r=0

und von der (genauen) Ordnung p, wenn gilt

Co=...=C,=0, Cp #0. (5.2.6)
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Beweis: Mit Hilfe der Darstellung (5.2.3) impliziert die Konvergenz 7%(t) — 0 notwen-
dig, dal Cp = C; = 0. Dies ist gleichbedeutend mit (5.2.5). Fiir eine LMM der Ordnung
p mufl auflerdem noch (5.2.6) erfiillt sein. Q.E.D.

Der fithrende Koeffizient C,.; in der Entwicklung (5.2.3) fir eine LMM p-ter Ordnung
wird als ihre , Fehlerkonstante® bezeichnet. Die Beziehungen (5.2.3), (5.2.4) konnen zur
Konstruktion von LMM vorgegebener Ordnung und Struktur benutzt werden.

Beispiel 5.1: Die allgemeine lineare 2-Schrittmethode hat die freien Parameter

ag, a1, Bo, B, B2 (az = 1)-

Mit o := «aq ergibt sich somit:

Co=14a0+a«

Cy = —(a1+2a) = (Ba+ 1+ Bo)
Cy = 1 (o +4a) + (81 + 200)

C3 = —3 (o + 8a) — 5(B1 + 400)
Cy = Lo +16a) + (81 + 83)
Cs = 735 (a1 + 32a) — 37(B1 + 1600)

Zur Konstruktion von Formeln mindestens dritter Ordnung erzwingen die Bedingungen
Co=...=0C3=0, dass

a=—-1-a,fo=-%1+5a), fi=

wino

(1-0a), A=51(G+a).
Die allgemeine 2-Schrittmethode (mindestens) dritter Ordnung hat also die Form
Yn — (1 + a)yn—l + AYp—2 = 1_12h' [(5 + Oé) .fn +38 (]- - Oé) fn—l - (]- + 50() fn—2] .
Ferner gilt:  Cy=—3(1+0a), C5=—55(17+13a).
(i) « = =1 : Es wird Cy =0(C5 #0), d.h.: Die Methode ist von der Ordnung p =4 :

Yn = Yn-2 + 30 [fo + 4fn-1 + fa2] (Simpson-Formel).

(ii)) o # —1 : Es wird Cy # 0, d.h.: Die Methode ist von der Ordnung p = 3. Fir
a =0 erhalten wir die 2-stufige implizite Adams-Moulton-Formel:

Yn = Yn—1 + %h [5fn + 8fn—1 - fn—2] .
(i11) Fir o = —5 wird die Methode explizit

Yn + 4yn—1 - 5yn—2 = h[4fn—1 + 2fn—2] .
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Diese explizite Formel dritter Ordnung scheint fiir die praktische Realisierung besonders
attraktiv zu sein, da sie mit nur 2 Funktionsauswertungen pro Zeitschritt auskommt.
Dies wére wichtig bei Verwendung von adaptiv gesteuerter variabler Schrittweite, wobei
unter Umstdnden fehlende Startwerte zusétzlich berechnet werden miissen. Die expliziten
Einschrittverfahren dritter Ordnung erfordern mindestens drei Funktionsauswertungen
pro Zeitschritt. Bei ihrer Anwendung auf die (monotone) AWA

u'(t) = —u(t), t>0, u(0)=1,

mit der Losung u(t) = e~* findet man bei 9-stelliger Rechnung und Verwendung der exak-
ten Startwerte yo = 1,y; = e~ (bis auf Maschinengenauigkeit), fiir den Niherungswert
yy ~ e~ 1 =0.3678 ... die in Tablle 5.1 angegebenen Werte.

h YN h =0.05
0.2 0.398... Y10 0.252 - 10°
0.1 | —0.677...10" Y11 0.240 - 10"
0.05 | —0.465...107 Y12 —0.884 - 10"
0.025 | —0.290...10'8 Y13 —0.489 - 102
Y14 —0.248 - 103
Y15 0.128 - 10*
Y16 —0.661 - 10*
Y17 0.340 - 10°
Y18 —0.175 - 108
Y19 0.904 - 106
Y20 —0.465 - 107

Tabelle 5.1: Demonstration der Nichtkonvergenz einer LMM

Im Gegensatz zu den Einschrittmethoden, welche die Lipschitz-Bedingung (L) er-
fiillen, ist fiir LMMn die Konsistenz offenbar allein noch nicht hinreichend fiir die Kon-
vergenz.

Definition 5.2 (Konvergenz): Eine LMM heifit ,konvergent®, wenn fir jede AWA gilt

max ||y, —u(t,)| =0 (h—0),

0<n<N

vorausgesetzt die Startwerte o, ...,yr_1 konvergieren,

002X [l — uoll = 0 (A —0).
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Definition 5.3 (Charakteristische Polynome): Fir die LMM wird definiert

(i) serstes charakteristisches Polynom®:  p(\) = 3210, ap\",

(ii) ,zweites charakteristisches Polynom®:  o(\) = Ef:o BrA".

Gemaf Hilfssatz 5.3 ist die Konsistenz einer LMM &dquivalent mit den Beziehungen
p(1) =0, p'(1)=0(1).
Hilfssatz 5.4 (Wurzelbedingung): Fir eine konvergente LMM gilt fir die Wurzeln
i € C des ersten charakteristischen Polynoms p(\) notwendig:
|\i| <1, falls \; einfach, |Ai| <1, falls \; mehrfach.

Beweis: Betrachte die triviale Anfangswertaufgabe u/(t) =0, u(0) = 0, mit der Losung
u = 0. Die LMM hat dafiir die Gestalt

R
> Orrnr =0, (5.2.7)
r=0
Fiir die Losung dieser linearen Differenzengleichung machen wir den Ansatz 1, = A", so
daB
u |
AN 0, Am = A p(A) = 0.
r=0
Die Wurzeln von p(\) erzeugen also durch y, = A Losungen von (5.2.7). Im Falle

einer mehrfachen Wurzel \; von p(\) ist auch durch y, = nA? eine Losung von (5.2.7)
gegeben, da

R
S arep(n = )X = nARp(h) — A (0) = 0.

r=0

Seien nun 0.B.d.A. \; eine einfache und Ay eine mehrfache Nullstelle von p(A). Dann
ist durch
Yn = DA} +nA3)

sicher eine Losung von (5.2.7) gegeben mit der speziellen Eigenschaft
Yp — 0 (h —0), n=0,...,R—1.
Aufgrund der angenommenen Konvergenz der LMM mufl dann auch gelten
Yn = h(AT +nAy) — 0 (h—0, t,=t, fest).
Nun ist t =t, = nh, d.h.:

1
A+ A5 —0 (n — 00).
n

Dies impliziert |A| <1 und |Ag| < 1. Q.E.D.
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Definition 5.4 (Nullstabilitét): Eine LMM heifit ,null-stabil“, wenn keine Nullstelle
von p(\) einen Betrag grofler als eins hat, und wenn alle Nullstellen mit Betrag eins
einfach sind.

Die obige explizite 2-Schrittformel ist nicht null-stabil, denn ihr erstes charakteristi-
sches Polynom
p(A) =X +4X -5

hat die Nullstellen
>\1 - 1 y )\2 == —5 .

Dies erkléart ihre offensichtliche Divergenz fiir h — 0.
Wir betrachten nun das gestorte Mehrschrittverfahren
Yn = Yn + Pn , n=0...,R—1,

R R
3 i ) (5.2.8)
ARy Yp—r = h E ﬂR—r f(tn—ra yn—r> + Pn s n Z R.
r=0 r=0

Sei L wieder die globale Lipschitz-Konstante der Funktion f (¢, ). Unter der Bedingung
h < 1/(L|Br|) (im Falle Br # 0) sind die Werte 7,, n > 0, durch (5.2.8) eindeutig
bestimmt (Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes).

Satz 5.1 (Stabilitatssatz): Die AWA geniige der globalen Lipschitz-Bedingung, und die
LMM sei null-stabil. Dann gilt unter der Voraussetzung h < 1/(L|Bg|) (im Falle Sr # 0)
fir je zwei Losungen {yn} und {g,} von (5.1.1) bzw. (5.2.8) die Abschitzung

5 — | < I ! tnt0) { max o)+ IIpVII} , n>R. (5.2.9)
v=R

0<v<R—1

Die Konstanten K und I' sind bestimmt durch die Lipschitz-Konstante L und die Ko-
effizienten ., B, ; fir h L|fg| — 1 gehen K,T'— 0.

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir den skalaren Fall (d = 1). Die Differenzen
én = Un — Yn geniigen den Beziehungen e, = p,, fiir n=0,..., R—1, und fiir n > R:

R
€n = — Z QOR—y €n—r + h’ﬁR{f(tna gn) - f(tmyn)}_l_
r=1

R
+ h Z ﬁR—r {f(tn—ra gn—r) - .f(tn—m yn—r)} + Pn

r=1

Wir definieren
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Damit gilt dann |o,| < L und

R
(1 - hﬁRgn) €n = — Z OR—p €p—p + bn .
r=1

Diese Beziehung ergibt zusammen mit den trivialen Gleichungen
(1 = hBroyw—)enrr =1 —=hBroy_r)en_p, r=1...,R—1.
eine rekursive Folge von Gleichungssystemen
D,E,=C,AE, 1+B,1, n>1,

fiir die R-Tupel
E, = (enu SR en—R—l—l)T € RR .

Dabei ist B, = (0,...,0,b,_g)T € R und die R x R-Matrizen D,, C,, und A sind
gegeben durch:

[ 1—hBro,_ 0
1—hBron-r 0 & 1,
Dn - ’ 5 Cn == L s
0 1— O
0 1= hfgo, Br R+11
01 0o |
A=
0 1
—ayg —ap-1 |

Aufgrund der Voraussetzung h < 1/L|Sg| sind die Matrizen D,, invertierbar, und es gilt
folglich
E,=D;"{C,AE, 1 +B, 1}, n>1.

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom (Entwicklung nach der letzten Zeile)
xa(A) = (=) (ap + ard + ...+ ag AT M) = (=1)Fp(N).

Aufgrund der vorausgesetzten Null-Stabilitdt der LMM gibt es nun gemé&fl Hilfssatz 5.5
(s. unten) eine natiirliche Matrizennorm || - ||o, so dass

[Allo = spr(4) < 1.

Die erzeugende Vektornorm sei gleichfalls mit || - ||o bezeichnet. Damit erhalten wir die
Normabschétzung

1Eallo < 1D o {ICxlloll Entllo + [ Br-tllo} -
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Wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R gilt mit einer Konstante v > 0

R
Yzl < D lal <qllzlle V2 € RE.
v=1

Damit wird nun abgeschétzt:

R-1

barl SRBL Y |en—s| + |pn-sl

r=0
< hB Ly[|Enllo + [pn-rl

mit [ :=max,—o -1 |G|, und folglich:
IBullo < Ylbn—rl < hB Ly Enllo + |pn—rl -

Weiter gilt aufgrund der Identitét

die Darstellung

D;lzf—i-z, Z:diagr:l ,,,, R(%).

Es ist also

hﬂR Prn—r
1— hﬁan—r

}

o < <149 ma {|
1D, ||0_1+||Z||0_1+7 _max

..... R
2| BRr|L
h’Y‘R‘

<1+ .
1—h|Br|L

Auf analoge Weise erhalten wir
|Cnllo < 1+ h|Br|L~*.
Kombination aller dieser Abschéitzungen ergibt nun

2
VBRI L 2
< Lt
1Eallo < (141 1—h\6R\L> {1+ h|BRILA?) | Bucillo+

+ hBLY? | En-tllo 4+ vlpnl }
< | En-allo+ AT | Euillo + A pnl

mit den Konstanten

o ’Y2|5R|L 2 2
F—W(Hhv |Br|L) +~~ L (|Br| + ),

2
. i |5R|L
A= (14 1—h|BnlL )
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Durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung fiir n,n—1,...,0 erhalten wir
n—1 n
1Eallo <T D hlEo+ [1Eollo + A D [pu -
v=0 v=1

Hierauf 148t sich nun das diskrete Gronwallsche Lemma anwenden mit dem Resultat
IEulo < e [ Bolly+ 4D Jnul}.
v=1
Dies impliziert dann schlieflich mit K = max {v,A}:

< ['(tn—to) { }
len| < Ke max - [p,| + > ol

- v=R

.....

Q.E.D.

Hilfssatz 5.5 (Spektralradius): Zu jeder Matric A € R™ ™ gibt es fir jedes € > 0
eine natirliche Matrizennorm || - ||ac, so daf fir den Spektralradius spr(A) gilt:

spr(A) < [|Al|a. < spr(A) +¢. (5.2.10)

Ist jeder Figenwert von A mit |A| = spr(A) nur einfache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms xa(z) = det(A—zI), so existiert sogar eine natirliche Matrizennorm ||- || a0,
so dass

spr(A) = || Al 4o - (5.2.11)

Beweis: Die Matrix B ist dhnlich zu einer Dreiecksmatrix

i1 - Tin
B:T‘lRT, R = : ,

0 Tnn
mit den Eigenwerten von B auf der Hauptdiagonalen, d.h.:

spr(B) = max |74l -

Fiir ein beliebiges 0 € (0,1] setzen wir

1 0
T11 0

0 Ton
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[ 0 72 drig - 0"y, ]
Qé — (57’n_2 n )

Tn—1,n

0
und haben damit
[ ri1 Orgg e 0"Tlry, |
Rs = S;'RS; = o = Ro+0Qs.

B 6rn—1,n

0 Tnn

Wegen der Regularitat von Sng wird durch
lzlls := (1S5 ' Tzll2, = €R",
eine Vektornorm erklédrt. Dann ist wegen R = S;Rs5S5 1.
B=T"'RT =T 'SsRsS;'T

fiir alle * € R* und y = S;'Tx:

|Bzlls = ||T7'SsRsS; 'Tx|s = || Rsyll2
< [Royll2 + 0[|Qsyll2 < {maxicicy |7i| + 0p} ||yll2
< {spr(B) + du}llz|s

mit der Konstanten .

f= (Z |7’z'j|2>1/2~

ij=1

Also ist
| Bz|[s

serm\{0} 7|5

und die Behauptung folgt mit § =¢/u. Q.E.D.

< spr(B) + ud

Wie bei den Einschrittverfahren fithrt uns der Stabilitatssatz nun auch zu einem all-
gemeinen Konvergenzresultat.

Satz 5.2 (Konvergenzsatz): Die AWA geniige der globalen Lipschitz-Bedingung, und
die LMM sei null-stabil. Unter den Bedingungen

1

h <
|Br|L

(im Falle Br # 0), (5.2.12)
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Op = max |y, —u(ty)|| =0 (h—0) (5.2.13)

"~ 0<n<R-1
ist dann ihre Konsistenz hinreichend fir die Konvergenz

max ||y, —u(t,)| =0 (h—0).

0<n<N
und es gilt die a priori Fehlerabschdtzung

Iy — u(tn)]] < K "C 5, 4 (8, — to) max. 1701} (5.2.14)
mit den Konstanten K,I' aus Satz 5.1.

Beweis: Die exakte Losung wu(t) geniigt der ,gestorten® Differenzengleichung

un:yn+(un_yn), n:O,...,R—l,

R R
Z ARy Up—p = h Z 61%—? f(tn—ra un—r) + th7 n Z R7
r=0 r=0

wobei wu, = u(t,) gesetzt ist. Der Stabilitéitssatz 5.1 liefert also fiir h < 1/(|Gg|L),:

.....

Q.E.D.

Bei den null-stabilen LMMn ist also ebenfalls die Konvergenzordnung gleich der lokalen
Konsistenzordnung. Als Anwendung des Konvergenzsatzes haben wir den folgenden Satz:

Satz 5.3 (Konvergenz der Adams-Verfahren): Die LMMn vom Adams-Bashforth-,
Adams-Moulton-, Nystrom- und Milne-Simpson-Typ sind konvergent.

Beweis: Alle diese Formeln wurden konstruiert durch Ansatz einer numerischen Integra-
tionsformel in der Beziehung

tn

tn
u(ty) = u(tn—o) + / flt,u(t))dt ~ u(t,—y) + / pm(t)dt,
th—o th—o
mit gewissen Interpolationspolynomen p,,(t) zu f (¢,u(t)) vom Grad m. Diese Formeln
sind exakt, wenn wu (t) selbst ein Polynom vom Grade m + 1 ist. Folglich sind diese

Methoden mindestens von der Ordnung m + 1, d.h. insbesondere konsistent. Ihre ersten
charakteristischen Polynome p(\) haben die Form

p(A) = X — A1 hzw, p(A) = AP — A2
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Die Methoden sind also auch null-stabil. Dasselbe gilt auch fiir die Rickwartsdifferenzen-
formeln bis zur Stufe R =6; ab R =7 geht die Nullstabilitdt verloren. Q.E.D.

Bei der Konstruktion einer R-Schrittmethode stehen 2R+1 freie Parameter «,., 3., r =
0,..., R zur Verfiigung, um moglichst viele der Koeffizienten C; in der Entwicklung des
(lokalen) Abschneidefehlers zu Null zu machen (ag = 1!). Im expliziten Fall sind es
2R Parameter. Folglich ist die hochste erzielbare Ordnung m = 2R fiir eine implizite
und m = 2R — 1 fiir eine explizite Formel. Fiir konvergente Formeln besteht jedoch die
folgende Beschrankung:

Satz 5.4 (Ordnungsbarriere): Keine null-stabile R-Schrittmethode kann eine Ordnung
m > R+ 2 fir R gerade und m > R+ 1 fir R ungerade haben. Fiir explizite R-
Schrittmethoden ist die mazimale Ordnung m = R .

Beweis: Siehe G. Dahlquist: Convergence and stability in the numerical integration of
ordinary differential equations, Math Scand. 4, 33-53 (1956). Q.E.D.

Null-stabile R-Schrittmethoden der Ordnung m = R+2 werden als ,,optimal“ bezeichnet.
Offenbar ist die Simpson-Formel eine optimale 2-Schrittformel

Yn = Yn-2 + sh{fn + 4fn_1 + fa-a}.

5.3 Numerische Stabilitidt linearer Mehrschrittverfahren

Wir studieren nun die numerischen Stabilitédtseigenschaften der allgemeinen LMM

R R
Z OR—rYn—r = h Z ﬂR—rfn—r (5315)
r=0 r=0

mit den iiblichen Konventionen ar =1, |ag| + |Go| # 0. Anwendung von (5.3.15) auf die
Testgleichung «/'(t) = qu(t) ergibt die Differenzengleichung

R
[aR—r - hqu—r] Yn—r = 0. (5316)

r=0
Wir haben schon bei der Analyse der Konvergenzfrage fiir die hier betrachteten Methoden

gesehen, dass (5.3.16) gelost wird durch die Folgen (A!),en bzw. (nA),en mit den
einfachen bzw. mehrfachen Wurzeln A; des sog. ,,Stabilitdtspolynoms*

R
w(\;qh) == [ay — qhB ] \" = p(A) — qhao ().
r=0
Offensichtlich bleibt die Losung y, von (5.3.16) nur dann beschriankt, wenn |A;| <1 im

Falle einer einfachen Wurzel und |A;| < 1 im Falle einer mehrfachen Wurzel von m(\; ¢h) .
Dies legt fiir LMMn die folgende Definition nahe:
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Definition 5.5 (Absolute Stabilitit): Eine LMM heifit ,absolut stabil® fiir ein h =
qgh # 0, wenn fir die Wurzeln des Stabilititspolynoms w(\; qh) gilt:

INi| <1 bzw. |N| <1, im Fall mehrfacher Wurzeln .

Die Menge aller h € C, fiir welche die LMM absolut stabil ist, heifit wieder ihr ,,Stabilitéits-
gebiet* (kurz SG) bezeichnet. Die Konsistenz dieser Definition der absoluten Stabilitét
fiir LMMn mit der fiir Einschrittverfahren wird durch den folgenden Satz sichergestellt:

Satz 5.5 (Lineare Differenzengleichungen): Die Lisungen der homogenen linearen
Differenzengleichung (5.3.16) bilden einen Vektorraum der Dimension R . Seien Ay ..., Ay
(m < R) die paarweise verschiedenen Wurzeln des Stabilititspolynoms m(A\; qgh) mit den
Vielfachheiten py ..., fy . Dann bilden (im Falle ag — hqBy # 0 und ar — hqBr # 0)
die R =" w; Folgen mit den Elementen

Yn = )‘?
Yp = NN}
(5.3.17)
(t=1,...,m)
Yo =n(n—1)...(n— p; + 2)A?

eine Basis des Losungsraumes.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir v, := «,. — ghf, und 7(A) := 7w(\; ¢h) . Die Losungs-
menge der linearen homogenen Differenzengleichung

R
Z YR—r Yn—r = 0
r=0

ist offensichtlich ein linearer Raum. Zu jedem Satz von Startwerten {yo,...,yr_1} ist
eindeutig eine Losung (y,)nen bestimmt (yg #0) :

R
1
Yp = —— YR—r Yn—r nZR

.....

notwendig auch
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Ein System {(yg))neN}izl _____ m von Losungen ist also genau dann linear unabhingig, wenn
es die Startwerte sind:

Zc,-y,(j):o (k=0,...,R—1) = ¢, =0 (i=1,...,m).

Folglich ist die Dimension des Losungsraumes genau R. Wir zeigen nun zunéchst, dafl
die obigen Folgen (y,)nen Losungen sind. Wegen 79 # 0 ist A = 0 keine Wurzel von
m(A). Sei nun A eine Wurzel der Vielfachheit p; diese ist dann auch p-fache Wurzel von
p(A) := A"w(A) . Folglich gilt

PPN =0, 0<j<p—1,

R
Z ,}/R_T)\n—r -0
. r=0
Z Yr—r(n — )N =0
r=0

R
Z WR—r(n—T)...(n—r —Iu_|_2))\n—r—u+1 —0.

Dies impliziert, wie wir bereits gesehen haben, daff die p Folgen (A"),en, (RA")pens, - - -,
(nn—=1)...(n — p +2)A\")en Losungen der Differenzengleichung sind. Es bleibt nun
zu zeigen, dafl die Startwerte der obigen R Folgen linear unabhéngig sind. Dies ist aber
daquivalent damit, dafl die Matrix

Yo Yr-1
M= z
y(()R) yg%R—)l
regulér ist, d.h. - N
det(M H A= X T (e — ) £ 0,
j=1 i=1
wobei 0!l :=1 und k!l := k!~(k—1).-...~1!. Q.E.D.

Bei der Untersuchung der numerischen Stabilitdt der Einschrittverfahren brauchten
wir uns nur um einen Wachstumsparameter \;, d.h. um eine Nullstelle des Stabilitéts-
polynoms, zu kiimmern. Z.B. war das Stabilitéitsgebiet der Taylor-Formeln sowie der ent-
sprechenden Runge-Kutta-Formeln R-ter Stufe und Ordnung bestimmt durch

1
Ml =[1+gh+5 (qh) +ﬁ(qh)R|<1-
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Bei den LMM ist das Auffinden des Stabilitidtsgebietes wesentlich aufwendiger, da nun
alle R Wurzeln des Stabilitédtspolynoms m(\;qh) = p(A) — gho(\) untersucht werden
missen.

Es ist intuitiv klar, dass LMMn mit Wurzeln X;(0) (i = 2,..., R) des ersten charak-
teristischen Polynoms, welche weit im Innern des Einheitskreises liegen (z.B. die Adams-
Moulton-Formeln mit A;(0) = 0,7 = 2,..., R) ein verhiltnisméBig grofies Stabilitdtsge-
biet haben sollten. Auf der anderen Seite wird das Stabilitéitsgebiet von Formeln, deren
Nullstellen A;(0) nahe am Rande des Einheitskreises liegen, klein sein. Tatséchlich gilt:

Satz 5.6: Eine optimale LMM, d.h. null-stabile R-Schrittmethode der Ordnung m =
R+ 2, hat ein triviales Stabilititsgebiet SG = {0} .

Beweis: Siehe G.Dahlquist: Stability and error bounds in the numerical integration of
ordinary differential equations; Trans.Roy.Inst.Technol., Stockholm, Nr. 130 (1959), und
P.Henrici [9; S. 275 f.]. Q.E.D.

Beispiel 5.2: (a) Simpson-Regel:
Yn — Yn—2 = %h [fn + 4fn—1 + fn—2]
pA) =X=1 o(N) =N +41+1)
T(Ah)=(1—3h) N —3hA—(1+1h).

Hier und besonders bei Methoden héherer Ordnung ist es kaum praktikabel, A; in Abhéin-
gigkeit von h explizit anzugeben. Dagegen kénnen gewisse Informationen durch Betrach-
tung von O(h)-Approximationen von A; gewonnen werden. Die beiden Wurzeln von p())
sind A1(0) =1 und Ay(0) = —1. Wir machen also den Ansatz A(h) = 14 y1h + O(h?)

und Ay(h) = —1 + vh + O(h?). Nach Einsetzen in m(A;h) = 0 erhalten wir durch
Koeffizientenvergleich, dal notwendig v; =1 und ~; = % und folglich

M=1+h+0(?), X=-1+1n+0(?).
Fiir hinreichend kleines h kann der O(h?)-Term vernachlissigt werden, und wir finden
AM~l+h<l, dg~—l4ih<-1.

Fiir ¢ € R und kleines (positives) h ist die Simpson-Methode also numerisch instabil.
Dasselbe gilt, wie man leicht nachrechnet (Ubungsaufgabe) auch fiir die Mittelpunktsregel.

(b) Adams-Moulton-Formel (R = 3):
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Abbildung 5.1: Stabilitdtsgebiet der Adams-Moulton-Formel 3. Ordnung

(c) Stabilititsintervalle (c,0) :

Adams-Bashforth (explizit) Adams-Moulton (implizit)
R 1 2 3 4 R 1 2 3 4
m 1 2 3 4 m 2 3 4 5
1 5 3 251 1 1 19 3
Cmi1| 3 1 5 70 Cmt1| =15~ ~70 1o
6 3 90
o |-2 -1 -8 _3 o |—o -6 -3 -

Zur Integration steifer AWA sollten Methoden verwendet werden, die méglichst grofie
negative Werte von Re h in ihrem Stabilitdtsgebiet enthalten. Leider bedeutet die For-
derung der A-Stabilitéit eine starke Einschrankung bei der Wahl der moéglichen Methode.

Satz 5.7 (A-stabile LMMn): FEs gelten die folgenden Aussagen:

1. FEine explizite LMM kann nicht A-stabil sein.
2. Die Ordnung einer A-stabilen impliziten LMM kann nicht gréfier als p =2 sein.
3. Die A-stabile implizite LMM der Ordnung p = 2 mit kleinster Fehlerkonstante ist
die Trapezregel 1y, — Yp—1 = %h(fn + fuo1)-
Beweis: Siehe G.Dahlquist: A special stability problem for linear multistep methods. BIT
3, 27-43 (1963). Q.E.D.

Wegen der Ordnungsbegrenzung A-stabiler Methoden hat man folgenden abgeschwéchten
Stabilitatsbegriff eingefiihrt.
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Definition 5.6 (A (a)-Stabilitét): Eine Methode heifit ,A(a)-stabil®, o € (0,7), wenn
ihr Gebiet absoluter Stabilitit den unendlichen Sektor {—a < m—arg(h) < a} enthdlt. Sie
heifit ,A(0)-stabil“, wenn ihr Stabilititsintervall die ganze negative reelle Achse enthdlt.

Eine A(0)-stabile Methode ist geeignet zur Integration steifer AWA mit reellen Eigenwer-
ten der Jacobi-Matrix f, (¢, u(t)) .

Satz 5.8 (A(0)-stabile LMMn): Eine explizite LMM kann nicht A(0)-stabil sein. Es
existiert nur eine A(0)-stabile R-Schritt-Methode der Ordnung p > R+ 1, ndmlich die
Trapezregel.

Beweis: Siche O.B.Widlund: A note on unconditionally stable linear multistep methods.
BIT 7, 65-70 (1967). Q.E.D.

Beispiel 5.3: Wir betrachten die allgemeine LMM

R R
Z OR—r Yn—r = h Z ﬂR—r fn—r .
r=0 r=0

A(a)-Stabiligt erfordert, dass die Wurzeln des Stabilitdtspolynoms 7(A; A) im Innern des
Einheitskreises liegen fiir reelle A mit h — —oo. In diesem Limes gehen die Wurzeln
von 7(\;h) iiber in die von o()). Daher ist es natiirlich, o()\) so zu wihlen, dass seine
Wurzeln im Innern des Einheitskreises liegen, z.B.: a(\) = SrA. Wir erhalten so die uns
schon bekannten Riickwirtsdifferenzenformeln

R
E ARy Yp—r = hﬁR fn . (5318)
r=0
R Or  «g Qs Qy Qs Qo o p «
1 1 1 —1 | 90°
2 _4 1 0
20 3 1 : L1 90
6 _18 9 _2 0
3 11 1 11 11 11 88
12 a8 6 16 3 0
4 25 1 25 25 25 25 73
60 300 300 200 7 12 0
5 137 1 137 137 137 137 5w | 0l
6 60 1 __360 450 __400 225 _12 10 180
147 147 147 147 147 147 147

Tabelle 5.2: Stabilitédtsgebiete der Riickwértsdifferenzenformeln
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Beispiel 5.4: Die allgemeine 2-Schrittformel 2-ter Ordnung

Yn — (1 + a) Yn—1+ QYp—2 = h{(% + % + /6) Jnt (% - %O‘ - 2/6) Jno1t ﬁfn—2}
ist null-stabil fiir —1 < a <1 . Sie ist A-stabil fir a > —1,8 > —5 . Fiir a = %,6 =0
erhélt man die Rickwdrtsdifferenzenformel

Yn — %yn—1+%yn—2 = %hfn

5.4 Praktische Aspekte

Wir wollen uns nun mit der praktischen Durchfithrung der Mehrschrittverfahren beschafti-
gen. Dazu gehort insbesondere wieder eine effiziente Schrittweitenkontrolle.

5.4.1 Berechnung von Startwerten

Die Startwerte yo, ..., Yr_1, kann man z. B. mit einem Einschrittverfahren (meistens vom
Runge-Kutta-Typ) generieren. Nach R — 1 Schritten hat man dabei geméfl (5.2.9) die
Fehlerabschétzung (fiir yo = u(to))

R—1
_ < h|pLRh A

oJ0ax gy — u(t,)l| < hz@ I/ lle (5.4.19)

Ist das Einschrittverfahren von der Ordnung p*, so werden die Startwerte v, ...,ygr_1,

mit der Ordnung p*+1 berechnet. In Verbindung mit einer LMM der Ordnung p ist also
zur Gewéhrleistung der globalen Fehlerordnung p eine Startprozedur der Ordnung p —1
erforderlich. Wegen des geringen Aufwandes fiir die R — 1 Schritte dieser Startprozedur
verwendet man in der Praxis jedoch meist Methoden der Ordnung p* > p, um den
Anfangsfehler klein zu halten.

Alternativ wird auch eine sog. ,,Selbststartprozedur® verwendet, bei der die Startwer-
te mit Hilfe von Vertretern derselben Klasse von LMMn aufsteigender Ordnung erzeugt
werden. Bei der Losung von potenziell steifen AWAn beginnt man z. B. innerhalb der
Familie der Riickwartsdifferenzenformeln im ersten Schritt mit der implizen Euler-Formel
1. Ordnung und verwendet dann die so vorhandenen zwei Startwerte zur Anwendung der
Riickwartsdifferenzenformel 2. Ordnung und so weiter, bis ausreichend viele Startwerte
erzeugt sind. Zur Erreichung einer ausreichenden Genauigkeit der Startprozedur werden
die ersten Schritte niedriger Ordnung mit entsprechend kleineren Zeitschrittweiten durch-
gefiihrt. Dabei kommen sinnvollerweise LMMn zu nicht dquidistanten Schrittweiten zum
FEinsatz.

5.4.2 Losung der impliziten Gleichungssysteme

Bei einer impliziten LMM

R R
Z QR rYn—r = h Z ﬂR—rfn—ra ap = 17 6}2 # 07
r=0 r=0
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ist bei berechneten Werten v, _g,...,y,—1, der neue Wert y,, bestimmt als Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

wobei . o
9n = h Z ﬁR—T’fn—r - Z OR—rYn—r -
r=1 r=1

Wir haben schon im Stabilitéitssatz 5.1 gesehen, dass dieses Gleichungssystem fiir
1
L|Bg|

(L die Lipschitz-Konstante von f(¢,z)) eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Diese
kann man durch eine Fixpunktiteration

h <

(5.4.21)

k+1 h/B f(n7yn))+gn7 k:071?27“"
ausgehend vom einem beliebigen Startwert yn ) bestimmen. Dabei gilt die Fehlerabschitzung

Iy = yall < @119 — ya (5.4.22)

mit ¢ = hL|fr| < 1. Im Fall moderater Lipschitz-Konstante L ~ 1 bedeutet dies,

dass sich die Genauigkeit der Ndherung yﬁk) in jedem Iterationsschritt um eine h-Potenz

erhoht. Fiir eine LMM der Ordnung p gilt nach p Iterationsschritten:
ly® = wnll < 9P = yall + [lyn — wall < ch?. (5.4.23)
Sinnvollerweise wird die Iteration also nach etwa p+1 Schritten abgebrochen, da dann

im Allgemeinen bereits das Genauigkeitsniveau des Diskretisierungsfehlers erreicht ist.

Die Bedingung (5.4.21) an die Schrittweite h bedeutet im Falle L >> 1 (steifes
Problem) eine zu starke Einschriankung. Eine Alternative ist, wie schon bei den impliziten
Einschrittverfahren diskutiert, die Newton-Iteration

hﬂRf(nvyn>+gn7 k:071727"'7

welches z.B. fiir monotone AWAn garantiert konvergiert.

5.4.3 Pradiktor-Korrektor-Methode

Eine in der Praxis wichtige Variante der Fixpunktiteration zur Losung des Gleichungssy-
stems (5.4.20) sind die sog. Prddiktor-Korrektor-Methoden. Da in die Fehlerabschitzung
(5.4.22) der Anfangsfehler ||y£0) — yyn|| eingeht, liegt es nahe, das Verfahren durch Wahl
eines moglichst guten Startwertes zu verbessern. Das Pradiktor- Korrektor-Verfahren ver-
schafft sich diesen Startwert durch einmalige Anwendung einer expliziten LMM, den sog.
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Prdadiktor. Mit Hilfe einer impliziten LMM, dem sog. Korrektor, wird dieser Wert dann
durch sukzessive Iteration korrigiert.

Wir wollen diese Methode an Hand einer héufig verwendeten Variante diskutieren:

Pradiktor: Adams-Bashforth-Formel 4-terOrdnung

Yn = Yn—1 + ﬁh[55fn—l - 59fn—2 + 37fn—3 - 9fn—4] ; (5424)
Korrektor: Adams-Moulton-Formel 4-ter Ordnung
Yn = Yn—-1 + ih[gfn + ].9fn—1 - 5fn—2 + fn—3] . (5425)
Diese Formeln haben die Fehlerkonstanten
(P) _ @ _

Die Methode arbeitet dann wie folgt: Zu bereits berechneten Werten vy,,_,., r =1,...,4,
wird durch Anwendung des Préadiktors ,,P“ der Startwert yﬁo

U = Yuor + Fghl55 facr = 59fums + 37 fums = fuca].

bzw. in abstrakter Schreibweise

) bestimmt:

yﬁLO) = PYn—15- - Yn-1) -

Dann wird der Korrektor ,,C“ benutzt, um durch sukzessive Approximation den Wert
yy(LO) zu verbessern:

R = f(t,, y %)
g =yt + LROFEY 4 19f0 = 5faa+ fus], k=1,2,...,

bzw. wieder in abstrakter Schreibweise

P = BEEY), g = Ol s, SEY), k=12,

Wird die Iteration fortgefiihrt, bis eine vorgebene Fehlerschranke e erreicht ist, etwa
s =D < e

so spricht man von Korrektur zur Konvergenz. Es ist klar, dass in diesem Falle der schlief3-
lich akzeptierte Wert y,, := yﬁk) im wesentlichen unabhéngig vom Startwert y,(LO) ist, d.h.:
Der Diskretisierungsfehler ist allein durch den Korrektor bestimmt.

Das Korrigieren zur Konvergenz ist in der Praxis meistens zu aufwendig, da in jedem
[terationsschritt eine weitere Funktionsauswertung f,gk_l) =F (y,(f_l)) erforderlich ist.
Daher begniigt man sich mit einer vorgegebenen Zahl k von Iterationen und akzeptiert
Yn = yﬁf) als neuen Wert. Das Verfahren wird dann bezeichnet als

P(EC)* bzw. P(EC)E,

falls noch fi") = E(yﬁk)) berechnet wird. In der P(EC)*- Form werden im Priidiktor-

schritt jeweils die Werte f,(L]i_Tl), r=1,...,4, verwendet. Fiir den Abschneidefehler dieser
kombinierten Methode gilt dann folgende Aussage:
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Satz 5.9 (Ordnung des Priadiktor-Korrektor-Verfahrens): Sei m") die Ordnung
des Pradiktors und m'©) die des Korrektors. Dann ist die Ordnung m des Pradiktor-
Korrektor-Verfahren in P(EC)*- oder P(EC)*E-Form gegeben durch

m = min{m'@, m®) + k} . (5.4.26)

Im Falle m'©) < mP) 4k ist die Fehlerkonstante des kombinierten Verfahrens gleich der
des Korrektors, d.h.: Cp11 = C’fﬂl .

Beweis: Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe. Q.E.D.

5.4.4 Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung: ,,Milnes Device*

Die obige Aussage bzgl. der Fehlerkonstante des Priadiktor-Korrektor-Verfahrens 148t sich
zur A-posteriori-Abschitzung des lokalen Abschneidefehlers und damit zur Schrittweiten-
steuerung verwenden. Diese Vorgehensweise hat Eingang in die Literatur gefunden als
,»,Milnes device“.

Fiir die mit den Formeln (5.4.24) und (5.4.25) gebildete kombinierte Methode gilt (unter
der Annahme ezakter Startwerte)

CEO @ (t,) = u(ty) — 4 + 0(h°)
CLOR O (1) = ul(t,) — y* + 0(RS).

Daraus erhalten wir offenbar

u®(t,) = —L I o(h). (5.4.27)

Im vorliegenden Fall ist der lokale Diskretisierungsfehler 7 der kombinierten Methode
von der Form

= CLOR O (t,) + O(R?).
Mit Hilfe von (5.4.27) erhiilt man also eine Schiitzung fiir 7(¢,) der Ordnung 0(h%) mit

c k
g__ G7 oy -

5
S +0(h%) . (5.4.28)

Mit dieser Schitzung fiir den Abschneidefehler 7" lassen sich nun #hnlich wie bei den
Einschrittverfahren Strategien zur Schrittweitenkontrolle angeben. Wir verzichten auf An-
gabe der Details.

Bei Vergroflerung der Schrittweite, etwa um den Faktor 2, werden nur bereits berech-
nete Werte y,_, zusitzlich ben6tigt. Dies kann jedoch unter Umstédnden zu Speicher-
platzproblemen fithren. Generell lassen sich neue Startwerte bei Schrittweitenéinderungen
durch Einschrittverfahren beschaffen. Eine weitere Moglichkeit bei Schrittweitenverklei-
nerung zur Beschaffung der benétigten Zwischenwerte y,_,/2 besteht in der Interpolation
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der bereits berechneten Werte y,,_,. Dabei muf§ die Ordnung des Interpolationspolynoms
natiirlich der Ordnung der LMM angepaf}t sein.

Numerischer Test: Fiir die AWA

u'(t) = =200t u(t)®, t>-3, wu(-3)

_ 1
901

mit der Losung u(t) = (1 + 100¢2)~" wurde der Wert u(0) = 1 approximiert mit dem
Préadiktor-Korrektor-Verfahren 4-ter Ordnung nach Adams-Bashforth-Moulton in PECE-
Form mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung als Startprozedur:

Yn = Yn—1+ 2—14h {55 fn—1 =59 fn—2 + 37 fa—s — 9fn_u}

fr= f(tmy:z)
Yn = Yn—1 + ih {97 +19fn_1 = 5fn—2 + fa-s}

Die Schrittweitensteuerung erfolgte geméfl Milnes device
iy Yn — Yn |Yn—1]
L —0.07T——" ~ & = eps ;
Cép ) _ Céc) h h h

wobei erforderliche Zwischenwerte mit Hilfe der Runge-Kutta-Formel 4-ter Ordnung be-
rechnet werden. Bei 17-stelliger Rechnung ergaben sich die folgenden Werte:

Ordnung | eps Romin Rmax Fehler # Auswertungen
m=4 1077 ]16-107° 1072 | 2-107'° | ~ 16.500

Rechnung mit konstanter (mittlerer) Schrittweite:
4.5-1074 2.7-107' | ~13.400

Tabelle 5.3: Ergebnisse der Runge-Kutta-Formel 4-ter Ordnung bei 17-stelliger Rechnung
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5.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1: Man untersuche, ob die folgende lineare Mehrschrittmethode konvergent
ist:

1
Yn = Yn—a + gh(8fn—1 - 4fn—2 + 8fn—3)-

Aufgabe 5.2: Betrachtet sei die lineare Mehrschrittmethode

Yn + a(yn—l - yn—2) — Yn-3 = %(3 + a)h(.fn—l + fn—2)>

mit einem einem Parameter a € R.
i) Zeigen Sie dass die angegebene Methode genau fiir a € (—3,1) nullstabil ist.

ii) Welche Konsistenzordnung hat das Verfahren fiir o € (—3,1) ? Ist eine hohere Konsi-
stenzordnung moglich?

Aufgabe 5.3: Zur Losung der Anfangswertaufgabe
u“(t) = =200/ (t) — 19u(t), ¢>0, u(0)=1, +'(0)=-10,

soll das Adams-Moulton-Verfahren dritter Ordnung

1
Yn = Yn—1 + Eh(afn + 8fn—1 - fn—2)

verwendet werden. Dazu forme man die Differentialgleichung zunéchst in ein System erster
Ordnung um. Wie klein mufl dann die Schrittweite h bemessen sein, damit in jedem
Zeitschritt die Konvergenz der Fixpunktiteration zur Berechnung von vy, garantiert ist?

Aufgabe 5.4: Man bestimme die Stabilitéitsintervalle (und -gebiete) der folgenden bei-
den expliziten Mehrschrittformeln:

(Z> Yn — Yn—2 = 2h[n_1,
. 1
(4)  Yn — Yn—2 = §h(fn—1 + 3 fn2)-
Aufgabe 5.5: Fiir das Modellproblem
u'(t) = =200t u(t)?, t> -3, wu(—-3)=—

mit der Losung u(t) = (1 + 100¢*)~! soll ndherungsweise der Wert u(0) = 1 berechnet
werden mit Hilfe:

a) der klassischen 4-stufigen Runge-Kutta-Methode,
b) der 4-Schritt-Adams-Bashforth-Methode,
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c¢) der 3-Schritt-Adams-Moulton-Methode.

Alle diese Formeln sind von 4-ter Ordnung. Als Startprozedur fiir die Mehrschrittver-
fahren werde die Runge-Kutta-Methode verwendet. Man fiihre die Rechnungen fiir die
(dquidistanten) Schrittweiten h; = 2794 = 2,...,8, durch und vergleiche die erreichte
Genauigkeit und den erforderlichen Rechenaufwand (Anzahl der Funktionsauswertungen).

Aufgabe 5.6: Man zeige, dass die Riickwartsdifferenzenverfahren der Stufen R =1,2,3:

R
Z QR rYn—r = h/@R.fn
r=0

konvergent sind. Welche A-stabilen Einschrittformeln wéren (fiir R > 2) jeweils als Start-
prozeduren geeignet?

Aufgabe 5.7: Man zeige durch Nachrechnen fiir ein Paar von einer expliziten und einer
impliziten LMM:

R R R R
Z aggp_)ryn—r =h Z ﬁégp_)rfn—ra Z O‘gi)q«yn—r =h Z ﬁé{li)rfn—r
r=0 r=1 r=0 r=0

a) Die Ordnung m des zugehérigen Priidiktor-Korrektor-Verfahrens in der P(EK)"E-Form
ist m = min{m m® +k}.

b) Gilt fiir die Ordnungen m) < m®) + k| so ist die Fehlerkonstante CJ,,; des Ge-
samtverfahrens gleich der Fehlerkonstante C’,gi)l des Korrektors.

Aufgabe 5.8: Mit den Bezeichnungen von Aufgabe 11.2 erhilt man fiir m) = m®) =
m durch

Coi = Cy P

eine Schitzung fiir den Abschneidefehler des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens. (Hinweis:
Man verifiziere, dass im Falle ,jexakter” Startwerte vy, = u(t,—.) (r =1,..., R) fiir jede
LMM mit ihrem Abschneidefehler 7%(t,) gilt:

u(tn) = Yo = h7"(t,) (1 + O(R)).

~ho
n

Aufgabe 5.9: Zur Integration des steifen Systems
u/'(t) = —10u(t) — 100v(t),
v'(t) = 100u(t) — 10v(t),
w'(t) = u(t) +v(t) — tw(t),

soll eine LMM moglichst hoher Ordnung verwendet werden. Welche von den in der Vor-
lesung angegebenen Methoden sollte man nehmen?
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Aufgabe 5.10: Man berechne eine Néaherungslosung fiir die Modell-AWA
u'(t) = =200t u(t)?, t> -3, wu(—-3)=—

mit Hilfe des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens 4-ter Ordnung nach Adams-Bashforth-Moul-
ton in PEKE-Form mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung als Startprozedur:

1
y; = Yn-1 + ﬁh(55fn—l - 59fn—2 + 37.fn—3 - 9fn—4)a f;: = f(tm y;)a

1
Yn = Yn—1 + ﬂh(gf; + 19fn—1 - 5fn—2 + fn—3)> fn - f(tmyn)a

mit zunéchst festen Schrittweiten h = 0.2,0.1,0.05,0.025,0.0125, 0.00625.

a) Man vergleiche die berechneten Werte zum Zeitpunkt ¢ = 3 mit dem Wert «(3) der
exakten Losung u(t) = (1 4 100¢%)7t.

b) In einem zweiten Schritt versuche man eine Schrittweitenstrategie auf der Basis von
»,Milnes device*

|yn—1|
h

Yn _y;
h

CéK) Yn — y:;
o -l h

~ —0.07

<e

zu entwickeln. Dazu setze man eps = 107'% und berechne die eventuell erforderlichen
Zwischenwerte mit Hilfe der Runge-Kutta-Methode 4-ter Ordnung.
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6.1 Das Extrapolationsprinzip

Zunéchst diskutieren wir die allgemeine Idee der sog. ,, Richardsonschen Extrapolation zum
Limes“. Gegeben sei ein Algorithmus, der fiir einen Diskretisierungsparameter h, h — 0,
numerische Werte a(h) liefert. Gefragt ist nach dem Grenzwert a (0) = limy,_o a(h), der
aber i. Allg. nicht direkt berechnet werden kann. Fiir eine Reihe von Werten hy > hy >

. > hi > 0 sei a(h;) berechnet. Die Extrapolationsmethode interpoliert dann diese
Werte mit Hilfe einer geeigneten (einfach strukturierten) Funktion, etwa einem Polynom
p(h), und nimmt den Wert p(0) als Ndherung fiir a(0).

Das beschriebene Vorgehen ist insbesondere sinnvoll, wenn a(h) eine Entwicklung der
Form

a(h) = a(0) + amh™ + apys K™+ O(R™F2) (6.1.1)

erlaubt. Haben wir z. B. fiir eine feste Schrittweite H die Werte a(H) und a(3H)
berechnet, so ist offenbar

a(H) = a(0) + anH™ + O(H™), a(3H) = a(0) + a(3H)" + O(H™).
Interpolieren wir diese Werte mit einem Polynom p(h) = ag + ay, K™,

2ma(3H) — a(H) L gm a(H) — a(iH)

om — 1 Hm(2m — 1)

p(h) = h",
so wird wegen der dadurch bewirkten Eliminierung des fithrenden H™-Fehlerterms in der
Entwicklung (6.1.1):

2"a(3H) - a(H)

2m —1

p(0) = =a(0) + O(H™),

d.h.: Die Ordnung der Approximation ist von O(H™) auf O(H™'!) erhéht. Der Extra-
polationsschritt lasst also zwei dquivalente Interpretationen zu:

- Polynomextrapolation der berechneten Werte a(H;) nach H =0;

- Elimination der fithrenden Fehlerterme in der asymptotischen Entwicklung (6.1.1).

Beispiel 6.1: Numerische Differentiation

a(h) = 7' [f (t+ 1) = ()] ~ f'(t).
Taylorentwicklumg um ¢ liefert im Falle f € C*:

a(h) = h7'[f (8) + hf'(t) + 5h* f'(t) + §h° £ (1) + O(h") — f (1)]
= f'(t) + gh f"(t) + §h* f"(t) + O (h*).

167
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Mit a(0) = f'(t), a = 3f"(t), as = § f"(t), ist dies eine Entwicklung vom Typ

(6.1.1). Mit den Werten a(H), a(3H) erhalten wir dann durch

p(0) =2a(3H) — a(H) = H™" [Af (t+ 5H) = 3f (t) — f (t + H)]

eine Approximation von f'(t) der Ordnung O(H?). Fiir den ,symmetrischen® Differen-
zenquotienten

a(h) = 2h) "' [f(t+h) = f(t = h)]
gilt im Falle f € C5:

a(h) = (2h) " [£(8) + hf'(t) + 5h* (1) + §h® () + gph* fO) (2) + O(K?)
= f@O) +hf' () = gh* f1() + §h° f(1) — 55h" (1) + O(h%) ]
= J'(t) +5h* f'(t) + O(h")

d.h.: Die Entwicklung von a(h) schreitet mit geraden Potenzen von h fort. In diesem Falle
erhalten wir bei Interpolation der Werte a(H) und a(3H) durch ein lineares Polynom
in h?,

p(h?) = gH*[a(H) — af

wlﬂk

s + 3 [da(3H) — a(H)],

mit

p(0) = ja(3H) — ga(H) = gH " [2f(t+ 3H) = 2f(t — 3H) — 5 f(t + H) + 5 f(t — H)]
eine Approximation von f'(t) der Ordnung O(H?). Dies zeigt, dass die Extrapolation
besonders effizient ist, wenn a(h) eine Entwicklung nach geraden Potenzen von h besitzt.

Wir betrachten nun den speziellen Fall einer Entwicklung
a(h) = a(0) + a;h” + axh® + ... + a,, k™ + O(R D7) (6.1.2)

mit einem vy > 0. Fiir eine geeignete Folge von Werten hg > hy... > h; > ... > 0 seien
die Werte a(h;) berechnet. Dann bezeichne Ty (h) das (eindeutig bestimmte) Polynom
k-ten Grades in h", welches die k+ 1 Werte a(h;+;), j =0,...,k, interpoliert:

Ti(h) = by +b1hY + ...+ bh™ | Ty(hiyy) = alhiyy), 7=0,....k.

Den Wert T := T;(0) = by nehmen wir als Néherung fiir a(0). Zur Abschétzung des
Fehlers Tj — a(0) setzen wir z = A7, so dafl

Tiw(R) = by +brz + ...+ b 2"
In der Lagrangeschen Darstellung hat 7T (h) die Form

k

Tiw(h) = R hie), LW =TT =—2+
k( ) ]Z:; ij (Z) a( +J)7 ij (Z) o Ziti — Zitl
=0

2 Zitl

(6.1.3)

Folglich ist

k k
k k Zitl 1
T =Y LY alhig), LY =DM ——= 'fH - (6.14)

=0 i Fitj T Rt 45 i
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Hilfssatz 6.1 (Lagrange-Polynome): Es gilt

k 1 , fur 7=0
> 2L 0  fiir r=1,...,k . (6.1.5)

= (_l)kzizi—i-l e Ziwg o, fir T=k+1

Beweis: Fiir 7 =0, ...,k folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Lagrangeschen

Polynominterpolation. Fiir das Polynom p(z) = zF+1 gilt
k k ., k
k+1 k+1 R T Zi
RN e | (D
j:O I#j =0
=0
denn die rechte Seite ist gleich der linken fiir z = z;,,., r =0, ..., k, und die Koeffizienten
von z**! stimmen iiberein. Daraus folgt
k
k
zk:]l L( )= = (= 1)k RiZi+l - - Ritk s
5=0
was zu beweisen war. Q.E.D.

Damit erhalten wir folgendes Resultat.

Satz 6.1 (Allgemeiner Extrapolationssatz): Unter der Voraussetzung

h;
sup —+ < 1 (6.1.6)
>0 Dy
qilt fiir festes k und 1 — 00 :
T — a(0) = O(hFD (6.1.7)

d.h.: Die Elemente der k-ten Spalte des Extrapolationstableaus konvergieren gegen a(0)
wie O(h; (b+L)y 7).

Beweis: Unter Verwendung von (6.1.2) und (6.1.5) finden wir

k

k
k
Ty, = E LZ(J) Z—l—] E aO + A1 %45 +oo+ akzz—l—] + Zz-:—jl (ak-l-l + O( z+g))]
— -0

und folglich
,_rik = a(O) + <—1>k Zi et Zidk (ak—l—l —+ O(hj))
=a(0) 4z ... Zivg g1 (hiy oo hidg), (6.1.8)
——_———

>0
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wobei
Zioo 2 = O™ G (R b)) = (=1 (apgs + O(RY)).

Dies impliziert die Behauptung. Wir bemerken, dass im Falle h;y/h; — 1, die Koeffizi-
(k)

enten L;;" in den extrapolierten Werten Tj;(h) unbeschréinkt anwachsen. Q.E.D.

Der Fehlerdarstellung (6.1.8) entnehmen wir, dass fiir festes &k, und axyq # 0, T und
fiir i« — oo einseitig entweder von oben oder von unten gegen a(0) konvergiert. Mit den
Groflen

U :=2T1 — 1,

gilt dann weiter

Uir — a(0) = 2[Tiy1 e — a(0)] — [Ti — a(0)]

=221 Zig2 - Zip1ik Okt (Rig1, - higigr) (6.1.9)
— 2 R4l et Ridk Ok41 (hz‘, cee hi—l—k)
225 1+k
=2 Zigk [ —Oka1(his - higr) + Z; == 1 (Pt -5 i) |
(2
Nun ist
lim opp1 (R, .oy hipr) = M opp(Riva, o Bigagr) = (—1)k Ak+1
1— 00 71— 00

und (in der Regel)
2Ziy11k
Zj

< 1.

2h i1k
h
Ein Vergleich von (6.1.8) und (6.1.9) zeigt, daB fiir festes k& und geniigend grofles ¢ gilt:

T — a(0) ~ —(Uy, — a(0)), (6.1.10)
d.h.: Es ist ndherungsweise (wegen der einseitigen Konvergenz Tj, — a(0) )
Ta < CL(O) < Uy oder Uy < CL(O) < ﬂk, (6111)

und beide Seiten konvergieren gegen a(0) fiir ¢ — oo. Dieses Verhalten der Folgen
(T )ien, (Uir)ien kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums verwendet werden:

|Ti — Ui| <TOL = STOP. (6.1.12)
Unter den Bedingungen
. hina Py
125 . >0, SZlZlIO) i <1, (6.1.13)

148t sich sogar zeigen, dass die Diagonalfolge (73;);en 0 schneller gegen a(0) konvergiert
(,,superlineare Konvergenz“) als jede der Folgen (Ti);en fiir festes k.
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Zur Berechnung der Werte Tj;, des Extrapolationstableaus ist es natiirlich nicht sinn-
voll, dazu explizit die Koeffizienten der Polynome T} (h) zu bestimmen. Stattdessen wer-
den die Tj; rekursiv berechnet, ohne den Umweg iiber die Polynome Tjx(h) . Dazu beach-
tet man, dass das lineare Polynom 7j;(z) welches die Werte a(h;), a(h;+1) interpoliert,
gegeben ist in der Determinantenform

1

Zi4+1 — &4

CL(hZ> Zi — 2

Cl(hi+1) RZi4+1 — 2

Ti(z) =

, z=h".

Im néchsten Schritt schreibt man das Polynom Tiy(z), welches die Werte
a(h;), a(hit1), a(h;y2) interpoliert, in der Form

1

Zi42 — Zi

Ti1(2) 2 — 2

Tia(z) =
2(7) Tiv11(2) zigoa — 2

Durch vollstdandige Induktion findet man dann, dass das Polynom T (z), welches die

Werte a(h;), ..., a(h;yr) interpoliert, sich aus den vorausgehenden T;j_1(z) rekursiv
aufbaut als
1 Tir_1(z 2 — %
Tip(z) = ——— | " 1(2) (6.1.14)
Zivk — Zi | Tiy1p-1(2) Zigr — 2
Damit erhalten wir fiir die Werte T, die folgenden Rekursionsformeln:
1 7—; — Zi
Ty =a(h), Tp=—- | " (6.1.15)
Zivk = % | Tigyie—1 Zitk
Fiir numerische Auswertung geeigneter ist die Form
Tig—1—Ti1 -
Ty =T poy + 2 Ll (6.1.16)

(hi_p/hi)y =17

bei der nicht durch die moglicherweise kleinen Gréflen h;yp — h; dividiert wird. Dies ist
gerade der Nevillesche Algorithmus zur Auswertung des Lagrangeschen Interpolations-
polynoms. Die Werte T;, werden iiblicherweise in einem sog. , Extrapolationstableau®
angeordnet;:

ho | Too
N
hy Ty — Tn
N N
,—rz == hz
— Ty — Ty 0 a( )

h2 T20
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6.2 Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen

Zur Anwendung der Extrapolationsmethode auf die numerische Losung einer AWA miissen
wir zunéchst sicherstellen, dass der globale Diskretisierungsfehler e, = u(t,) — y, eine
Entwicklung der Art (6.1.2) erlaubt. Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,u(t)), tel=][ty,to+T], ulty)=1u’. (6.2.17)

Satz 6.2 (Allgemeine Fehlerentwicklung): Die Funktion f(t,x) sei (N+1)-mal ste-
tig differenzierbar auf I x R®. Dann gilt fiir die durch ein (Lipschitz-stetiges) Einschritt-
verfahren der Ordnung m > 1 fir dquidistante Schrittweite h gelieferte Niherungslosung
Un , Yo = Ug , die asymptotische Entwicklung

Yo = u(ty) + W em(ty) + ...+ hNen(tn) + RN Exp(ta; b)), (6.2.18)

wobei die Funktionen e;(t) unabhingig von h sind, und das Restglied Eny1(tn;h) be-
schrinkt ist.

Beweis: Wir geben den Beweis nur exemplarisch fiir die Polygonzugmethode und den
Fall N = 1,d = 1. Fiir die Losung u € C3(I) gilt dann mit einem Zwischenwert

gn S (tna tn—l—l) :
w(tne1) = u(ty) + h f(tn, u(ty)) + %hzu”(tn) + %h?’ u" (&) .

Fiir den Fehler e, =y, — u(t,) folgt also

€nt1 = €p + h{f(tm yn) - f(tm u(tn))} - %h2u//(tn) - %hsu///(£n>
= e+ hf:::(tnv u(tn)) en + %hfalc/x(tn7 M) 6%—
- %h2 ”(tn) - éhgum(gn)a M € (u(tN)>yn)

Die Funktion e, := %en geniigt dann offensichtlich der Differenzengleichung
Ent1 = En + h{fL(tn, u(ty))En — 20" (tn)} + WPy, (6.2.19)
mit
Tn = ; v (tns 1) 62 - l u"(&n) -
Der Konvergenzsatz 2.2 liefert die Abschétzung

L(tn—t h| « 1 LT _.
len| < e O)h; I < 5e ThI?GaIX |u"(t)| =: K1h,
und damit
ral 5 mas ()| K + & mas 00| = K

Die Beziehung (6.2.19) kann nun als die Anwendung der Polygonzugmethode auf die
lineare AWA

e (t) = fuo(t,ut))e(t) —su"(t), tel, e(ty) =0, (6.2.20)
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interpretiert werden, wobei in jedem Schritt noch ein zusitzlicher Fehler h%r, gemacht
wird. Die Fehlerabschéitzung am Satz 2.2 besagen dann, daf

&, — e(t,)] < elltn—to) { AR h2|7’,,|} < Ksh, (6.2.21)
v=1 v=1

mit dem zur AWA (6.2.20) gehdrenden Abschneidefehler 77 . Also ist
en = he(ty) + W Es(tysh),  |Es(ta;h)| < K,
was zu beweisen war. Q.E.D.

Dieses Resultat besagt, dass alle hier betrachteten Einschrittverfahren fiir die Extrapolati-
on in Frage kommen. Aufgrund des Aufwandes zur Erstellung des Exptrapolationstableaus
kommen hierbei nur einfachste Verfahren in Betracht, i.a. sicher keine der komplizierten
Runge-Kutta-Methoden. Die Hohe der Konvergenzordnung kann ja durch Fortschreiten
nach rechts im Tableau beliebig vergroflert werden.

Satz 6.2 148t sich etwa auf das explizite Euler-Verfahren
Yn = Yn—1 + h f(tn—la yn—1>7

oder sein implizites Gegenstiick

Yn = Yn—1 + h f(tnu yn)

anwenden. Ersteres entspricht dem oben behandelten Beispiel des vorwartsgenommenen
Differenzenquotienten zur Approximation der Ableitung. Effizienter wére aber sicher die
Verwendung einer ,,symmetrischen Formel, wie z.B. der impliziten Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tn—lu yn—l) + f(tna yn)}v
oder der expliziten Mittelpunktsregel
Yn = Yn—2 + 2h f(tn—la yn—1> s

welche moglicherweise eine Fehlerentwicklung nach Potenzen von h? erlaubt. Letztere
Formel ist aber eine 2-Schrittmethode, welche eine geeignete Startprozedur bendétigt.
Tatsédchlich 148t sich fiir die Mittelpunktsregel das folgende Resultat zeigen (Gragg 1963):

Satz 6.3 (Satz von Gragg): Die Funktion f(t,x) sei (2m+2)-mal stetig differenzier-
bar auf I x R?, und es sei vy, die durch die Mittelpunktsregel mit expliziter Euler-Formel
als Startprozedur gelieferte Niherungslosung. Dann besteht die asymptotische Entwicklung

Y = u(ty) + Zm: P2 Lag(t,) 4+ (—1)"b(tn)} + B2 2 Eypia(tn: h) (6.2.22)
k=1

wobei die Funktionen ay(t), by(t) unabhdngig von h sind, und das Restglied Fo,1o(t;h)
beschrdnkt ist.
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Wegen des oszillierenden Terms (—1)"by(t,) ist (6.2.22) nicht ganz eine Entwicklung
der gewiinschten Form (6.1.2). Die Verwendung der expliziten Euler-Formel als Startproze-
dur ist wesentlich; wird stattdessen etwa die Runge-Kutta-Formel 4. Ordnung genommen,
so besteht nur noch eine Entwicklung der Form

2m—+1

Yo = u(tn) + D WH{ap(tn) + (=1)"bp(tn)} + h*" 2 Eypga(ta; ).

Der oszillierende Term (—1)"b;(¢,) im fithrenden Fehlerglied
Y — u(tn) = I lar(ta) + (=1)" ba(ta)] + O (")

kann durch einen Trick beseitigt werden. Man bildet den Mittelwert

Yn = iyn-i-l + %yn + iyn—l ) (6'2'23)

welcher die Entwicklung besitzt:
G = 5 {ult) + ${ultar) + ulta )b+
+ Y 0 [a(tn) + Har(tngr) + ar(tnoa) }+
k=1

(=) {ylta) = Hbu(tns) + Ba(ta)}] |+ OG22,

Entwickelt man w(t,+1) und ag(tn+1), bg(tne1) in Taylorreihen nach h, so erhilt man
eine Entwicklung der Form

Jn = u(ty) + B2 [ar(ta) + 2 0P (t,) ] +

- ) 6.2.24
+ 3 [ag(ta) + (=1)"be(tn) ] + O(h*2) o2

deren fiihrender Term kein Oszillationsglied mehr enthélt.

Das Extrapolationsverfahren basierend auf der Mittelpunktregel kombiniert mit der
Mittelung (6.2.23) ist eine der meist gebrduchlichen Methoden dieser Art. Aufgrund der
Oszillationsterme in den Entwicklungen (6.2.22) und (6.2.24) mufl man darauf achten,
dass die Schrittweitenfolge

H
hi:—, 1<nyg<ni<ng<...

nur mit geraden n; oder nur mit ungeraden n; gebildet wird, damit (—1)" stets von ein
und demselben Vorzeichen ist. Eine populdre Folge ist (sog. ,,Bulirsch-Folge®)

{2,4,6,8,12,16,.. .},

wobei man gewdhnlich nicht mehr als 6-8 Extrapolationsschritte ausfiihrt. Die ebenfalls
geeignete , Romberg-Folge* {2,4,8,16,...} ist wegen der sehr schnell kleiner werdenden
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Schrittweiten meist zu aufwendig, wéihrend die Folge {1,2,3,4,...} wegen h;/h;y; —
1 (2 — o0) ein instabiles Verhalten der Tj; bewirkt.

Basierend auf Satz 6.3 sieht das Extrapolationsverfahren nach Gragg-Stoer-Bulirsch
wie folgt aus:

(i) Wéhle eine ,,Grundschrittweite* H zur Berechnung der Ndherungen

Yn = u(t,) (n=0,1,2,...).

(ii) Sei y, berechnet. Wihle ganze Zahlen ny < ny < ... < n,, und berechne die
Néherungen

n(tn+yh17hz)> hZ:H/TLZ, 1/21,,71,—{—1,
mit Hilfe der Mittelpunktregel gestartet durch die Polygonzgmethode,

n(tn + (v + Dhis hy) = n(tn + (v — 1) hi; hy) + 2h; f(tn + vhs, n(t, 4+ vhis b)),

und setze
. 1
a’(hl) = n(tn-i-l; hZ) = Z{n(tn—i-l - hi; hZ) + 2n(tn+l; hz) + n(tn-i-l + hi; hz)}

(iii) Berechne die diagonalen Werte T;; des Extrapolationstableaus mit Hilfe der Rekur-
sionsformel (6.1.16). Setze y,+1 := Ty , und beginne wieder bei (ii).

Durch Berechnung der Werte
Umm = 2,—Z_Ym—l—l,m - Tmm

lassen sich Schétzungen fiir den lokalen Fehler T, — u(t,;1) und damit fiir den Ab-
schneidefehler gewinnen:

|Tn| ~ H_1|Tmm - Umm| . (6225)

Das Graggsche Extrapolationsverfahren 1d3t sich offensichtlich als ein explizites Ein-
schrittverfahren zur Basisschrittweite H auffassen. Seine lokale Genauigkeit (bei exaktem
Startwert y, ) ist nach Satz 6.1 gerade O(H?*™*?). Die Konsistenzordnung ist 2m + 2.
Bei Verwendung der Folge {2,4,6,8,12,16} (m = 5) erhilt man also ein Verfahren der
Ordnung 12.

Neben der Polynomextrapolation findet auch die Extrapolation mit rationalen Funk-
tionen Verwendung. In der Tat sind die erzielten Ergebnise bei Verwendung rationaler
Funktionen
Pi,(h)

" Qu(h)’

Tir(h)
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welche die Werte a(h;), ..., a(h;yx) interpolieren, oft wesentlich besser als die durch Po-
lynominterpolation erzielten. Fiir die Werte T, = T (0) des zugehorigen Extrapolati-
onstableaus bestehen dann &hnliche Rekursionsformeln wie die oben angegebenen.

Die Anwendung der Extrapolationsmethode auf steife AWAn erfordert die Verwendung
einer A-stabilen Basisformel. Hierfiir kommen in Betracht die einfache implizierte Euler-
Formel oder die Trapezregel, welche wieder eine asymptotische Fehlerentwicklung in h?
erlaubt. Allerdings neigt die Trapezregel zu Instabilititen gegeniiber Storungen der Daten,
so dass in der Praxis die robustere implizierte Euler-Formel vorgezogen wird.

6.2.1 Numerischer Test

Fir die AWA
u'(t) = =200t u(t)®, t> -3, u(—3) = 1/901,

mit der Losung u(t) = (1 + 100t%)~" wurde der Wert «(0) = 1 mit dem Graggschen
Extrapolationsverfahren approximiert: (1 =0,...,m)

U(tn + hy; hi) = Yn + hif(tm yn)
N(tn + (v + Dhis hi) = n(tn + (v — Dhi; hi) + 20 f (80 + vhi, n(t, + vhi, hi))
(V:L...,ni—Fl)
1

a(h;) = 1 {n(tnsr — his he) + 20(tngr; ) + n(tnsr + his hs) }

und weiter

Tik—1 — Tic1 k-1
(hi/hizk)> =1
(1=0,....m+1k=1,...,m)

Ty = a(h;), Ty =T+

Yn+1 = Tmm 5 Umm = 2,—rm—l—l,m - Tmm
Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei gemafl dem Kriterium
H T — Unim| ~ € = eps |ya|/H .

Bei Verwendung der Bulirsch-Folge {H/2, H/4,H/6,H/8} mit H = 0.1 ergaben sich
mit 17-stelliger Rechnung die Resultate:

Ordnung | eps hin hyax | Fehler | Auswertungen

m=10 [ 1073 ]6-1072| 0.1 | 210712 ~ 7.800

Rechnung mit konstanter (mittlerer) Schrittweite:

2.5-1072 610712 ~ 4.400
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Der durch die adaptive Schrittweitenwahl bedingte Mehraufwand an Funktionsauswer-
tungen garantiert die Einhaltung der Fehlerschranke eps ~ 107!2 ohne a priori-Kenntnis
der ,optimalen“ gleichméBigen Schrittweite h = 2.5-1072.

6.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1: Fiir die AWA
u'(t) = f(t,u(t), t >0, u(0) = u,

soll ndherungsweise der Losungswert «(1) mit Hilfe des Graggschen Extrapolationsverfah-
rens zur Basisschrittweite h unter Verwendung der sog. ,, Bulirsch-Folge* {2,4,6, 8,12, 16}
berechnet werden.

a) Man beschreibe den Ablauf dieses Verfahrens. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze
gegebene SChrittweitenfolge verwnedet wird?

b) Wieviele Funktionsauswertungen sind in Abhéngigkeit von h erforderlich?

Aufgabe 6.2: Die Anwendung der Extrapolationsmethode im Falle steifer AWAn er-
fordert die Verwendung eines einfachern A-stabilen Basisverfahrens, z. B. das implizite
Euler-Verfahren (oder die Trapezregel):

Yn = Yn—1 + hnf(tnayn)a n=>1, yo=uo.

a) Man beschreibe den Ablauf des Extrapolationsverfahrens mit der impliziten Euler-
Formel als Basisverfahren. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze ,Bulirsch-Folge*
{2,4,6,8,12,16} verwendet wird?

b) Es stellt sich die Frage, ob das resultierende Extrapolationsverfahren ebenso wie das
zugrunde liegende Basisverfahren wieder A-stabil ist. Man diskutiere diese Frage exempla-
risch durch Betrachten eines Zeitschrittes des Extrapolationsverfahrens mit genau einem
Extrapolationsschritt (m = 1):

Wie sieht der Verstérkungsfaktor w(z) aus? Was kann man tiber sein Verhalten auf der
reellen Achse aussagen; und in der Umgebung von 0 in der komplexen Ebene?

(Bemerkung: Die Trapezregel neigt beim Extrapolieren leicht zu numerisch instabilem
Verhalten und erfordert daher in der Praxis, dhnlich wie die Mittelpunktsregel, die Zwi-
schenschaltung einer zusétzliche Mittellungsprozedur zur Stabilisierung.)

Aufgabe 6.3: Man schreibe die modifizierte Mittelpunktsformel nach Gragg (mit einem
expliziten Euler-Schritt als Startprozedur) zur Schrittweite h/N mit N = 2 als Runge-
Kutta-Methode zur Schrittweite h .

a) Welche Ordnung hat diese Formel?

b) Die Mittelpunktsformel hat ein triviales Stabilitdtsintervall. Man verifiziere, dass diese
Runge-Kutta-Methode trotzdem das ungefiahre Stabilitétsintervall SI = [—3.1,0] besitzt.
Dies demonstriert den Stabilisierungseffekt der Graggschen Glattungsoperation.
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Aufgabe 6.4: (Praktische Aufgabe) Man realisiere das Graggsche Extrapolationsverfah-
ren fiir die AWA in Aufgabe 10.2 mit den dort gegebenen Parametern und iiberpriife die
durch die Theorie vorhergesagten Konvergenzordnungen fiir R = 1,2,...,6 Extrapolati-
onsschritte.
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Wir haben bisher ausschliellich sog. ,,explizite“ AWAn betrachtet:
u'(t) = f(t,u(t)), t>to, u(ty) = ue. (7.0.1)

In der Praxis treten aber hiufig auch implizit gestellte Aufgaben auf. Deren allgemeine
Form ist

F(t,u(t),u'(t)) =0, t>ty, wulty) = uo, (7.0.2)

mit einer Vektorfunktion F(t,x,n) : D C R4 — RY Unter der Annahme, dass
die Ableitungsmatrix Fj(t,u,u') entlang einer Losung (Existenz vorausgesetzt) regulér
ist, kann (zumindest prinzipiell) das System lokal nach «/(t) aufgelost werden, und man
erhélt in diesem Fall wieder eine explizite AWA der Form (7.0.1). Ein Spezialfall ist die
sog. ,linear implizite“ Gleichung

M(t,u)u' = f(t,u), (7.0.3)

mit einer Matrix M(t,z) : Rl x R? :— R¥? . Fiir reguliires M ist dies dquivalent zur
,normalen® Gleichung v’ = M(¢t,u)™1 f(t,u).

Im Folgenden interessiert uns nun der Fall, dass F)(t, u,u') bzw. M(t,u) nicht regulir
ist. Die linear implizite Gleichung zerfallt dann héufig in einen ,,differentiellen® und einen
,algebraischen® Teil gemaf :

u =

Uy ] M — [ Mii 059 ] Mnull = fl(t7U17U2)

Us 021 022 0 = folt, ur, u2)

In diesem Fall spricht man von einem , differentiell-algebraischen System* (engl. ,DAE®),
bei dem es fiir die Ableitungen gewisser Komponenten von u(t) keine Bestimmungsglei-
chungen gibt.

Beispiel 7.1: Als Beispiel betrachten wir die lineare AWA (siehe auch Kapitel 3.1.1):

u'(t) = Au(t) +b, u(0) = u,

—-21 19 =20 1
Up = 0|, A= 19 =21 20|, b=1]1
-1 40 —40 —-40 1

Die Eigenwerte von A sind \; = =2, o3 = —40 £ 407, d.h.: Die lineare AWA ist strikt
monoton. Nach Satz 1.7 ist seine eindeutige Losung dann exponentiell stabil. Da die
AWA auch autonom ist, folgt weiter aus Satz 1.8, dass diese Losung exponentiell gegen
die Losung u., der algebraischen Gleichung

Aug = —b

179
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konvergiert. Die Losung u”(t) der homogenen Gleichung u'(t) = Au(t) zu denselben
Anfangsbedingungen u°(0) = uq ist

5 {e_2t + e [cos 40t + sin 40¢] }
ug t) =1{e™* — e " [cos 40t + sin 40t}
At) = —e 1 [cos 40t — sin 40¢] .

<
=Oo

~—~~ —~ ~—
\“F

-1

Abbildung 7.1: Komponenten der Losung des homogenen Systems.

Die Funktion a(t) := u°(t) + us ist dann Losung der AWA
' (t) = u”(t) = Au(t) + Ao — Auge = Ati(t) +b, (0) = up + Ueo, (7.0.4)

und konvergiert exponentiell wie u%(t) gegen den Limes u, . Dabei konvergiert die dritte
Komponente sehr viel schneller als die beiden anderen: u3(t) —us 3 ~ €% . Nach einer
kurzen Anfangsphase kann ihre zeitliche Variation vernachléssigt werden, so dass danach

die dritte Gleichung durch die algebraische Beziehung
0 = 4044 (t) — 40us(t) — 40us(t) + 1, (7.0.5)

ersetzt werden kann. Uber die ersten beiden Gleichungen beeinflufit is(t) aber nach
wie vor die Dynamik der Komponenten @ (t), 4s(t). Offenbar 148t sich aber u3(t) ganz
aus dem System eliminieren, was die Dimension um eins reduziert. Das nichtreduzierte
System stellt eine Differentialgleichung auf der durch die lineare Zwangsbedingung (7.0.5)
beschriebenen Mannigfaltigkeit dar.

In der Praxis treten haufig solche DAEs direkt auf, z.B. in der Mehrkorpermechanik.
Ihre effiziente numerische Losung macht einen zunehmend grofien Teil der numerischen
Forschung zu gewohnlichen Differentialgleichungen aus.
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7.0.1 Theorie differentiell-algebraischer Probleme

Wir betrachten eine allgemeine implizite AWA
F(t,u,u’) =0, t>ty, ulty) = uo, (7.0.6)

fiir Funktionen u = u(t) , mit einer Lipschitz-stetigen Vektorfunktion F(t,z,n) : R1T4rd —
R . Wir nehmen an, dass Fy(t, u,u') nicht regulér ist, so dass ein differentiell-algebraisches
System (DAE) vorliegt. Durch fortgesetztes Differenzieren dieser Gleichung nach der Zeit
kann man unter Umsténden in endlich vielen Schritten Gleichungen fiir die Ableitungen

!/

wj(t) aller Komponenten herleiten, d.h. das System in eine normale AWA iiberfiihren.

Definition 7.1 (Index der DAE): Der ,(differentielle) Index“ der DAE (7.0.6) ist die
kleinste Zahl k € N, fiir die der Ableitungsvektor u'(t) durch die k+1 Gleichungen

i

Ft ! == e
(7u7u> 07 dtZ

F(t,u,u')=0, i=1,..,k, (7.0.7)

eindeutig in Ausdriicken von u(t) bestimmt ist.

Beispiel 7.2: Ein einfaches Beispiel einer DAE vom Index d > 1 ist das d-dimensionale
System

Mu =u—0>
mit der dx d-Matrix
_ . -
0 0 1
M = d
0 - 0 0 0]

In diesem Fall fehlt im System eine Gleichung fiir die Ableitung der ersten Komponente
u} . Diese kann durch sukzessives Differenzieren und eliminieren der erzeugten Ableitungen
uj, I =d, ..., 1 aus den jeweils vorausgehenden Gleichungen erzeugt werden:

upy=u; — b = up=b+up

!/ " // n
Us =1Us — by = uy =10y +uy

Uy =gy —bgr = uf) =D W
O=ug—bs = uf’=b" = =04+ b

Nach Definition ist das System also vom Index d.
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Beispiel 7.3: Ein wichtiger Spezialfall sind DAEs vom Index k =1 in der sog. ,,(linear)
expliziten“ Form

(7.0.8)

mit Vektorfunktionen f(t,z,v), g(t,x,y) : R4 — R und einer Matrixfunktion
M(t,z,y) : RIFdtd — R4 Wir setzen im Folgenden generell voraus, dass die Funktionen
f(t,z,y), g(t,z,y), M(t,z,y) in allen Argumenten stetig und bzgl. der Argumente z, y
Lipschitz-stetig sind. Die Matrix M (t,z,y) sei reguldr. Ferner sei g(t,x,y) differenzier-
bar mit regulérer Ableitungsmatrix g, (¢, r,y) . Diese Eigenschaften sollen der Einfachheit
halber gleichméfBig fiir alle Argumente gelten. Dann kann man die differenzierte Beziehung

0= gy(t,u,v) + g, (t, u, v)u' + g, (t, u, v)v'

nach v' auflésen, und man erhilt das normale System

' = M(t,u, ) f(tu,v), t>ty,  ulty) = uo, (7.0.9)
v = —g;(t, u, v)_l{gg(t,u,v) + g;(t,u,v)u'}
= —g;(t, u, v)_l{gg(t, u,v) 4+ gl (t u, v) M (¢, u,v) " f(t, u, v)} (7.0.10)

Die DAE hat also den Index 1. Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber nur
DAEs vom Index 1 betrachten, bei denen M (¢, x,y) = I ist.

Beispiel 7.4: Ein weiterer typischer Fall ist die DAE

u' = f(t,u,v), t>to, ulty) = uo, (7.0.11)
0=g(t, u), (7.0.12)

in der die ,,algebraische” Variable v(t) in der algebraischen Gleichung gar nicht vorkommt.
Zeitliche Ableitung von (7.0.12) ergibt

0= g,(t,u) + g, (t,u)u,
und nach Kombination mit der Differentialgleichung:
9ot u)t' = g, (¢, u) f(t,u,0) = —gi(t,u).

Dies wird nun erneut differenziert, wodurch die Ableitung v’ erscheint, aber noch mit «’
verkoppelt. Driickt man hier nun «' mit Hilfe der ersten Differentialgleichung durch wu, v
aus, so erhélt wieder ein Standardsystem fiir u, v, vorausgesetzt die Matrix

C = g,(t,u) f, (t,u,v)

ist reguldar. Dann ist diese DAE also vom Index 2.



183

Im Folgenden betrachten wir nun ausschliefSlich DAEs vom Index 1 in ezpliziter Form.
Fiir diese gilt der folgende allgemeine Existenzsatz:

Satz 7.1 (Existenzsatz fiir DAEs): Die Funktionen f(t,z,y) und g(t,x,y) seien aus-
reichend differenzierbar. Ferner sei die Gleichung g(to, xo,y0) = 0 nach yo auflosbar. Ist
dann g,(t,x,y) in einer Umgebung von {to,xo,yo} regulir, so besitzt die DAE (7.0.8)
vom Index 1 eine eindeutig bestimmt lokale Losung {u(t),v(t)} .

Beweis: Der Beweis kann etwa analog zum Existenzsatz von Peano mit einem konstrukti-
ven Argument direkt fiir die DAE oder auch durch Riickfithrung auf Resultate fiir normale
AWAn gefiihrt werden. Letzterer Weg verwendet die vorausgesetzte Regularitét der Ab-
leitungsmatrix g, (¢, 7,y), um die DAE in eine normale AWA zu iiberfiihren:

u' = f(t,u,v), u(ty) = uo, (7.0.13)
v' = —g,(t,u, v) gt u,v) + gt u, ) f(E,u,0) ). (7.0.14)

Dabei wird der noch fehlende Anfangswert fiir v durch Losung der algebraischen Glei-
chung ¢g(tg, up,v(tp)) = 0 bestimmt. Auf diese AWA koénnen nun die schon bekannten
Existenz- und Eindeutigkeitsresultate angewendet werden. Die weiteren Details seien als
Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

7.0.2 Numerik differentiell-algebraischer Probleme

Ausgangspunkt ist eine DAE vom Index 1 der expliziten Form

"= f(t,u,v), tE€to,to+T], u(te) = uo, (7.0.15)
0=g(t,u,v), (7.0.16)

wobei die Ableitungsmatrix g, (¢, u,v) wieder entlang der ganzen Losungstrajektorie re-
guldr sein soll. Die Losung existiere auf dem ganzen Intervall I = [to,tg + T]. In der
Praxis ist die Dimension der algebraischen Bedingung (7.0.16) meist deutlich kleiner als
die der Differentialgleichung (7.0.15).

Bei einer DAE kann ,,Steiftheit“ in verschiedener Form auftreten. Zunéchst kann der
differentielle Anteil (7.0.15) im iiblichen Sinne ,steif sein mit || f.(¢,z,y)|| > 1. Daneben
kann aber auch der algebraische Anteil ,steif* sein mit ||g;(t,z,y)7"|| > 1. In beiden
Féllen ist dann das abgeleitete System

u = f(t,u,v)
V' = =g, (tu,0) gt u,v) + gt ) f(E u,0) }
,steif* im iiblichen Sinne. Je nachdem, welcher Teil der DAE | steif* ist, miissen im nu-

merischen Verfahren implizite Komponenten verwendet werden. Wir wollen dies zunéchst
anhand der einfachsten Einschrittverfahren diskutieren.



184 Differentiell-algebraische Gleichungen (DAEs)

a) Der nicht-steife Fall:
Mit der Bezeichnung y, ~ u(t,), z, = v(t,) lautet die Polygonzugmethode angewandt
auf das obige System:

Un = Yn—1 + Af(tno1,Un-1,2n-1), n=>1, yo = uo, (7.0.17)
0= g(tn, Yn, 2n) - (7.0.18)

Wir sehen, dass dieses Schema wegen der algebraische Gleichung (7.0.18) immer eine
implizite Komponente enthélt. Zur Bestimmung von z, aus (7.0.18) kann im Fall einer
moderat konditionierten Jacobi-Matrix g;(t, x,y) die einfache Fixpunktiteration

20 = 207D — Cy(tp,yn, 207D), j=1,2,3,..., (7.0.19)

n

verwendet werden. Dabei ist C' eine reguldre Matrix, die so zu wéhlen ist, dass
11— Cg,(t z,y)| <1

garantiert ist (geméafl dem Konvergenzkriterium im Banachschen Fixpunktsatz). In diesem
Fall konvergiert die Folge der Iterierten 2 fiir jeden Startwert 20 gegen die Losung z,
der algebraischen Beziehung (7.0.18). Als Startwert mit guter Anfangsgenauigkeit dient
meist 2\ = Zn_1. Wir weisen auf die Ahnlichkeit der Iterationsvorschrift (7.0.19) mit

dem Polygonzugschema (7.0.17) hin, wenn man C' = hl setzt. Die Folge (z,(qj))jzl,gv___ 1483t
sich dann interpretieren als Polygonzug-Approximation der AWA

Z=gt,z), t>tn, 2(t,) =zt (7.0.20)

Deren Losung konvergiert fiir ¢t — oo gegen einen Limes z., , wenn die Funktion ¢(¢, z, y)
strikt monoton in y bzw. ihre Jacobi-Matrix g, (¢, z,y) strikt negativ definit ist.

b) Der semi-steife Fall:

Etwas kritischer ist die Situation, wenn die algebraische Gleichung (7.0.18) ,steif* ist, d.h.:
g, (t,z,y) ist zwar regulér, aber die Norm der Inversen ist gro8 : ||g; (t,z,y)~"|| > 1. Dann
wird die Gleichung (7.0.18) mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost:

g;(tnu Yn; Zy(Lj_l)>Z£Lj) = g;(tm Yns Zy(Lj_l)>Z£Lj_1) - g(tm Yn, Zy(Lj_l)>7 J=123, ..,
wobei wieder der Startwert 21(10) = 2,1 verwendet wird. Die in jedem Iterationsschritt
zu losenden linearen Gleichungssysteme sind zwar meist schlecht konditioniert, aber auch
von moderater Grofle verglichen mit dem Polygonzugschritt (7.0.17).

c) Der steife Fall:
Wenn die differentielle Gleichung (7.0.15) steif ist, muf zu ihrer Integration ein implizites
Verfahren verwendet werden. Das implizite Euler-Schema lautet hier wie folgt:

Yn = Yn—1 + h’f(tm Yn, Zn) n > 17 Yo = Up, (7021)

Der Startwert fiir die algebraische Variable 2z, wird wieder aus der Gleichung

9(to, Yo, 20) =0
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bestimmt. Wenn auch die algebraische Gleichung ,steif* ist, ||g; (¢, z,y)7"[| > 1, so stellt
die Bestimmung eines , konsistenten“ Anfangswerts z, ein sehr schwieriges Problem dar.
Dies liegt daran, dass in diesem Fall fiir das nur lokal konvergierende Newton-Verfahren
keine offensichtliche Anfangsnaherung z(()o) ~ 2y zur Verfiigung steht, sondern erst kon-
struiert werden muf}. Dies ist in komplizierten Anwendungsfillen oft | teurer® als die an-
schlieBende Zeititeration. In den nachfolgenden Zeitschritten stellt sich dieses Problem bei
der Losung von g(ty, Yn, z,) = 0 nicht so scharf, da hier mit A0 Z,—1 automatisch ein
yguter® Startwert verfiigbar ist. In jedem Zeitschritt ist ein gekoppeltes Gleichungssystem
der Form

Yn — hf(tna Yn, Zn) = Yn—1, (7023)

zu 16sen. Die zugehorige Newton-Matrix lautet

I— hfg/g(tmynazn) _hfg//(tmymzn)

J, =
9o(tn, Yns 2n) 9y (tns Yn, 2n)

Thre Invertierung ist relativ leicht, wenn beide Diagonalblocke I — hf!(tn, Yn,2,) und
9y(tns Yns 2n) positiv definit sind. Andernfalls ist die Gesamtmatrix streng indefinit, d.h.:
Es liegt ein sog. , Sattelpunktproblem® vor, zu dessen Losung meist spezielle |, Tricks®
erforderlich sind.

Zur Integration von steifen DAEs konnen grundsétzlich alle fiir steife AWAn geeignete
Verfahren verwendet werden. Besonders naheliegend sind wegen ihrer einfachen Struk-
tur die A(a)-stabilen BDF-Formeln (,,Riickwértdifferenzen-Formeln“). Diese stehen zur
Verfiigung bis zur Ordnung m = 6, was fiir steife Probleme ausreichende Genauigkeit
garantiert. Jeder Zeitschritt hat dann die Gestalt

R
Yp = — Z AR+ Yn—r + hBof(tn, Yn, zn), n>R—1, (7.0.25)
r=1
0= g(tn, Yn, 2n) , (7.0.26)

wobei die Startwerte y,., r = 0,..., R — 1, etwa mit Hilfe eines Einschrittverfahrens er-
zeugt werden. Fiir die Losung der impliziten Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt gilt
dann dasselbe, was bereits zum impliziten Euler-Verfahren gesagt worden ist. In mo-
dernen ODE- oder DAE-Codes werden diese LMMn mit variabler Ordnung auch direkt
auf nichtdquidistanten Zeitgittern formuliert, was die Durchfithrung von Zeitschrittkon-
trolle stark vereinfacht. Dies fithrt allerdings auf kompliziertere Differenzenformeln mit
zeitabhéngigen Koeffizienten «,.(h,_1,...,h,—gr). Die ,Kunst* besteht dann im Design
einer effektiven Schrittweiten- und Ordnungskontrolle.
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7.1 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1: Bei der Ortsdiskretisierung der ,,inkompressiblen“ Navier-Stokes-Gleichungen
der Stromungsmechanik entsteht eine (n + m)-dimensionale DAE der Gestalt

Mu'(t) = Au(t) + N(u(t))u(t) + Bp(t) + b,
BTu(t)=0, t>0, u(0)=u,

fiir die Vektoren der approximierenden Punktwerte u(t) € R™ des Geschwindigkeitsfeldes
und p(t) € R™ des skalaren Druckfeldes. (Bemerkung: Die lineare algebraische Neben-
bedingung BTu = 0 reprisentiert die ,Inkompressibilitit* des Stromungsfeldes.) Aus
numerischen Griinden ist stets n > m. Die Systemmatrizen M, A, N(-) € R™" und
B € R™™ gind meist zeitlich konstant, wogegen der Vektor b € R™ zeitabhéingig sein
kann. Ferner sind die Matrizen M und A regulér.

a) Von welchem Typ ist diese DAE?

b) Unter welcher Zusatzbedingung an die Systemmatrizen ist diese DAE 16sbar?

Aufgabe 7.2: Gegeben sei ein d-dimensionales System von gewohnlichen Differential-
gleichungen der Form

Mu'(t) = f(t,u(t))

mit einer stetig differenzierbaren Vektorfunktion f(¢,z) : R! x R? — R¢ mit reguliirer
Jacobi-Matrix f’(¢,u(t)) und einer singuliren Matrix M € R%*¢. Man zeige, da diese
DAE maximal einen Index & =d — 1 hat.

Aufgabe 7.3: (Praktische Aufgabe) Man l6se die 3-dimensionale steife DAE

Mu/(t) = Au(t) +b, t>0, u(0)= (1,0, unbestimmt)”,

1 00 -21 19 =20 1
M=|010]|, A= 19 =21 20 |, b=1|11|,
000 40 —40 —40 1

direkt, d.h. ohne Reduktion auf ein System der Dimension zwei, auf dem Intervall I =
[0,10] mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens und der Trapez-Regel. Die (dquidistante)
Schrittweite werde so gewihlt, dass der absolute Fehler kleiner als 1072 ist. Man vergleiche
die Ergebnisse mit denen der Losung der zugehorigen normalen AWA mit der Matrix
M = I und der Anfangsbedingung u(0) = (1,0, —1)7.
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8.1 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

8.1.1 Allgemeine Randwertaufgaben

Die in Kapitel 1 betrachteten Anfangswertaufgaben kénnen als Spezialfall der allgemeinen
,Randwertaufgabe“ (abgekiirzt: RWA)

u'(t) = f(t,u(t), tel=]a,bl, r(u(a),u(b)) =0, (8.1.1)

aufgefaBt werden. Dabei sind f : I x R? — R? und r : R x R? — R? gegebene, im
allgemeinen vektorwertige Funktionen, welche im folgenden stets als mindestens zweimal
stetig differenzierbar bzgl. aller ihrer Argumente vorausgesetzt sind, und gesucht ist ei-
ne stetig differenzierbare Funktion u : I — R?. In der Literatur findet sich fiir (8.1.1)
auch die Bezeichnung , Zweipunkt-Randwertaufgabe“ zur Abgrenzung von allgemeineren
Problemen mit mehrpunktigen Nebenbedingungen der Form r(u(ty),...,u (tx)) = 0. Im
Gegensatz zu den AWAn existiert fiir RWAn keine allgemeine Existenztheorie; nur un-
ter sehr einschrankenden Voraussetzungen 148t sich fiir nichtlineare Probleme die Existenz
von Losungen a priori garantieren. Da diese Voraussetzungen bei den in der Praxis auftre-
tenden Problemen meist nicht erfiillt sind, wird hier auf die Darstellung solcher Resultate
verzichtet. Fiir das Folgende begniigen wir uns mit der Annahme, dass die Aufgabe (8.1.1)
eine Losung w (t) besitzt, welche wenigstens lokal eindeutig (bzw. isoliert) ist, d.h.: Es
existiert keine zweite Losung 4 # wu, welche u im Intervall I beliebig nahe kommt.
Bezeichnen

fg/g(tv $) = (8jfi(t7 x) )Zj:l )
o y) = Omi(e,y))f . () = (Omia )],

wieder die Jacobi-Matrizen der Vektorfunktionen f(¢,-) und r(-,-), so haben wir fiir die
lokale Eindeutigkeit einer Losung w von (8.1.1) die folgende Charakterisierung:

Satz 8.1 (Lokale Eindeutigkeit): Eine Léisung w(t) von Problem (8.1.1) ist genau
dann lokal eindeutig, wenn die lineare, homogene RWA

(8.1.2)

nur die triviale Losung v =0 besitzt.

Zum Beweis von Satz 8.1 miissen wir uns zunéchst mit der Losbarkeit der linearen
Aufgabe (8.1.2) beschiftigen; dafiir existiert gliicklicherweise eine vollsténdige Theorie.
Wir betrachten die allgemeine inhomogene, lineare RWA

u'(t) = A(tyu(t) = f(t), tel,

B,u(a) + Byu(b) = g (8.1.3)

187
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mit Matrizen B,, B, € R?*? einer stetigen Matrizenfunktion A : I — R%? sowie einer
stetigen Funktion f : [a,b] — R? und einem Vektor g € R?. Der RWA (8.1.1) werden
die d +1 AWAn

Yo(t) = Aw(t) = f(t), t>a, wyla)=0,
yit) — Ay (6) =0, t>a, yla)=e¢, i=1,...,d,

zugeordnet mit den kartesischen Einheitsvektoren e; € R%. Mit den eindeutigen Losungen

(8.1.4)

yo und yi,...,y4 von (8.1.4) wird dann die sog. ,,Fundamentalmatrix*
yll(t) e Ya (t)
Y (t) := : :
yia(t) . Yaalt)

des Systems (8.1.3) gebildet und der Losungsansatz

ult; s) = yo(t +Zszyz = yo(t) + Y (t)s

gemacht. Offensichtlich geniigt dieser Ansatz der Differentialgleichung
u'(t;8) — A(t)u(t; s) = f(t), t>a.
Es bleibt also, den Vektor s € R? so zu bestimmen, dass gilt:
Bau(a; s) + Byu(b;s) = g. (8.1.5)

dass dies nicht immer moglich ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 8.1: Die Differentialgleichung
u“(t) +u(t) =0, t€[0,71] < uj(t) —ua(t) =0, uy(t) +ui(t) =0,

hat die allgemeine Losung: u(t) = ¢;sint 4 cp cost . Fiir verschiedene Randbedingungen
ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losbarkeitsverhalten.

i) u(0) =u(m), v'(0) = (m): u(t) =0 (eindeutig bestimmt),
i) u(0) =wu(r)=0: u(t) = ¢y sint  (unendlich viele Losungen),
iii) w(0) =0, u(mw) =1: keine Losung.

Die Randbedingung (8.1.5) kann durch Einsetzen des Ansatzes fiir w (t) umgeschrieben
werden in ein lineares Gleichungssystem fiir s:

By yo(a) +B, Y (a) s + Byyo(b) + ByY (b)s = g,
—— ——
=0 =7
d.h.

[Ba + BpY (b)]s = g — Buyo(b) - (8.1.6)

Damit erhalten wir das folgende Resultat:
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Satz 8.2 (Existenzsatz fiir lineare RWAn): Die lineare RWA (8.1.3) besitzt genau
dann fir beliebige Daten f(t) und g eine eindeutige Lisung u(t), wenn die Matriz
B, + ByY (b) € R¥™? requlr ist.

Beweis: Ist die Matrix B, + B,Y (b) regulir, so ist das System (8.1.6) eindeutig losbar,
und die zugehorige Funktion wu(t; s) 16st dann nach unserer Konstruktion die RWA (8.1.3).
Umgekehrt 148t sich aber jede Losung u(t) von (8.1.3) in der Form

u(t) = yo(t) +Y(t)s

mit einem s € R? darstellen, da die Lésungsmannigfaltigkeit von (8.1.3) die Dimension
d hat. D.h.: Die Regularitit von B, + B,Y (b) ist notwendig und hinreichend fiir die
Eindeutigkeit moglicher Losungen von (8.1.3). Q.E.D.

Bemerkung 8.1: Die eigentliche Bedeutung von Satz 8.2 liegt darin, dass er eine starke
Analogie zwischen linearen RWAn und linearen (quadratischen) Gleichungssystemen auf-
zeigt. Bei beiden Problemtypen geniigt es zum Nachweis der Existenz von Losungen zu
zeigen, dass eventuell existierende Losungen notwendig eindeutig sind.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Beweis von Satz 8.1 fithren.

Beweis von Satz 8.1:
Die Funktion f(¢,z) ist gleichm&Big Lipschitz-stetig auf einer Umgebung Ug des Graphen
von u(t). Daher gibt es ein p > 0, so da8 fiir jede Losung v(t) der AWA

V(t) = f(tu(t), tel, wv(t)) =,
mit to € I, ||vg — u(to)|| < p, notwendig gilt (Folgerung aus dem Stabilitétssatz 1.4):

— <
max [lu(t) —v(t)]| < R.

D.h.: Jede zweite Losung v(t) der RWA, deren Graph dem von wu(t) um weniger als

p nahekommt, verlduft ganz in Ugr. Sei nun v(t) eine zweite Losung der RWA mit
Graph(v) C Ug . Dann gilt fir w:=u—v:

w'(t) = f(t,u) — f(t,v) = /0 fit,v+ s(u—v)wds

= fi(t,uw)w + (/Ol{f;(t,v + sw) — fi(t,u)} ds) w,

— a(t)
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und analog

0=r(u(a),u(d)) —r(v(a),v
(

Die Funktion w 16st also die homogene lineare RWA

w = [fp(t,u) +at)]w=0, tel,
[l (u(a), u(b)) 4+ Ba] w(a) + [r(u(a), u(b)) + Bo] w(b) = 0.

Wegen der angenommenen Lipschitz-Stetigkeit von f;(,-),7,(-,y) und 7, (z,-) kann man

die Matrizen «a(t), 3, und 3, normméBig beliebig klein machen durch hineichend kleine
Wahl von R:

(8.1.7)

1
Ja(®ll =|| [ {60+ su) = £t} ds
0
1
<Ly [ o+ sw—ullds < Ly max ] < Ly R
0 e

und analog

18]l = H/ @) +sw(a), u(b)) — 7/ (ula), u(b)) ds
SL¢Anw@+www—mwwm3memMSL¢&

sowie [|3|| < Ly, R. Im Hinblick auf den Stabilitétssatz 1.4 fiir AWAn kann damit auch

die Abweichung der Matrix B, + B, Y (b) von der zum System (8.1.2) gehérenden Matrix
B, + B, Y (b) klein gemacht werden. Da dieses System nur die triviale Losung haben soll,
ist nach Satz 8.2 notwendig B, + By Y (b) reguldr. Fiir hinreichend kleines R ist dann
auch B, + B, Y (b) regulir und folglich wieder nach Satz 8.1 w = 0 die einzige Losung
von (8.1.7).

Der Beweis der Umkehrung dieser Aussage kann hier nicht gebracht werden (siehe die
angegebene Literatur zur Theorie von RWAn).
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8.1.2 Sturm-Liouville-Probleme

Wir wollen nun Satz 8.2 anwenden auf die fiir die Praxis wichtige Klasse der sog. ,,(re-
guldren) Sturm-Liouville-Probleme*:

—lpuT () +q@)' () +r()ult) = f(t), tel=]ab],

f(t (8.1.8)
o/ (a) + apu(a) = go, S/ (b) + Bou(b) =

Dabei seien p € CY(I), ¢,r,f € C(I) und «g, a1, B0, 581, 9a,95 € R. Die Bezeichnung
yregular® bezieht sich auf die Tatsache, dass die Koeffizienten p, ¢, r nicht singulér und
das Intervall I als beschriankt vorausgesetzt sind.

Die RWA (8.1.8) ist von zweiter Ordnung und mufl zunéchst in ein System erster
Ordnung umgeschrieben werden: u; =u, us =’

uy =us, —[pus) +quat+rus=f,, tel,
Oéluz(a) + aoul(@) = Ya, 51U2<b) + 50”1(5) =0b-

Unter der Voraussetzung p(t) > p > 0 ist dies dquivalent zu dem System

R 0 1 0 |

uf]—[ , ”“]z[ . tefadl,
| U rlp (@a=9)/p || w —f/p |
[ Qp 7 ul(a) i 0 0 ul(b) _ [ Ja
| 00 u(a) Bo B us(b) L
in der Standardform (8.1.3). Fiir diese RWA lassen sich sehr allgemeine Existenzsétze

beweisen. Wir beschréanken uns hier auf den Spezialfall sog. ,,Dirichletscher“ Randbedin-
gungen

(8.1.9)

w(a) =ga, w(b) =g- (8.1.10)

Satz 8.3 (Sturm-Liouville-Probleme): FEs sei p(t) > p > 0. Dann besitzt das Sturm-
Liouville-Problem (8.1.8) mit Dirichletschen Randbedingungen (8.1.10) unter der Bedin-

gung

p+ (b—a)? I?Ei}l{r(t) —1d®}>0 (8.1.11)
eine eindeutige Losung u(t) € C*(I).

Beweis: Wegen der Aquivalenz des Sturm-Liouville-Problems (8.1.8) mit der RWA (8.1.9)
geniigt es, im Hinblick auf Satz (8.2) zu zeigen, dass das homogene Problem (8.1.8) mit
f(t) =0, go = go = 0 nur die triviale Losung wu(t) = 0 besitzt. Sei also u(t) Losung von

—[pu] +qu' +ru=0, tel, wula)=u(d)=0.
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Multiplikation mit « und Integration iiber I ergibt

— /[pu’]’u dt + 3 /q(u2)’dt + /ru2 dt =0.
I I I

Durch partielle Integration folgt also bei Beriicksichtigung der Randbedingungen

b b
p(u')* dt — pu'u —i—/ r—i¢dMrdt+ tqut| =0.
/I ~—~ la I{ 2 2 —la
Also ist
p/(u')th—l—min{r — %}/qut <0.
/ tel s
Aus der Identitét .
u(t) = u(a) +/ u'(s)ds
_0 a
erschliefit man die sog. ,, Poincarésche Ungleichung*
t 2
/u2dt < / (/ u’ds) dt < (b—a)2/|u’\2dt.
I 1 NJa I
Damit erhalten wir
N2 2 - 1 20t < 0.

(b—a) p/lu dt—l—algtlgb{r 50} /Iu dt <0

Unter der Voraussetzung (8.1.11) folgt
/u2 dt <0
I

bzw. u=0. Q.E.D.

8.2 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1: Die lineare Differentialgleichung u”(t) + u(t) = 1 zweiter Ordnung hat
die allgemeine Losung
u(t) = Asin(t) + Bcos(t) + 1.

a) Man verifiziere, dass zu den Randbedingungen w(0) = wu(n/2) = 0 genau eine, zu
u(0) = u(m) = 0 keine und zu u(0) = 1, u(7) = 1 unendlich viele Losungen dieser Gestalt
existieren. Dies demonstriert die Schwierigkeiten einer einheitlichen Existenztheorie fiir
RWAn selbst im linearen Fall.

b) Man schreibe die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung in Form eines Systems
erster Ordnung und {iberpriife anhand der drei zugehorigen Randwertaufgaben die Rich-
tigkeit des Losbarkeitskriteriums aus der Vorlesung, d.h.: Regularitiat der zugehorigen
Matrix
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Aufgabe 8.2: Man betrachte das (reguldre) Sturm-Liouville-Problem
—u"(t) + q(0)u' () + r(t)u(t) = f(t), € [a,b],
mit sog. ,Neumannschen Randbedingungen*
u'(a) = ga, U(b) = g.

Man formuliere eine Bedingung an die Koeffizienten ¢ und r, unter der diese RWA fiir
beliebige stetige rechte Seite f und Randdaten g,, g, eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 8.3: a) Man beweise fiir Funktionen v € C''([a,b]), die kontinuierliche ,Sobo-
lewsche Ungleichung*

te(a,b]

max [u(t)] < / o/ (8)] i + [o(a)].

b) Man beweise weiter die Ungleichung

max |o()| < /ab /(1) dt + ﬁ‘ /abv(t) dt‘.

te(a,b]

(Hinweis: Fundamentalsatz und Mittelwertsatz der Differential- und Integralrechnung)
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9 Schieflverfahren

9.1 Lineare Randwertaufgaben

Der konstruktive Beweis von Satz 8.2 zur Losbarkeit der linearen RWA

u'(t) — A(u(t) = f(t), tel=]al]

B,u(a) + Byu(b) = g, (9.1.1)

legt auch ein Verfahren zu deren numerischer Berechnung nahe, das sog. Schieffverfahren.
Die kontinuierliche Losung ist gegeben in der Form

u(t; 8) = yo(t) +Y(t)3
mit den Losungen 7o : [ — R? und Y : I — R4 der AWAn

W)~ ADwl) = 16, 1T, yola) =0, 012
Y'(t) — A(t)Y (t) =0, tel, Y(a)=1I.
sowie der Losung 5 € R? des linearen Gleichungssystems
Qs = (B, + ByY (b))s = g — Byyo(b),
vorausgesetzt B, + BpY (b) ist reguldr. Dabei ist w(¢;§) die Losung der AWA
u'(t;8) — A(t)u(t; 8) = f(t), tel, wu(a;s) =3, (9.1.3)

fiir die gerade die Randbedingung B,u(a; $)+Byu(b; §) = g erfiillt ist. Dies begriindet die
Bezeichnung Schieflverfahren fiir das folgende Vorgehen:

X

Abbildung 9.1: Idee des (einfachen) Schielverfahrens.

Das Intervall I wird unterteilt,

a:t0<t1<...<tN:b,

195
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in Teilintervalle der Lange h, =t, —t,_1, wobei

h:= max h, <6 min h,,
1<n<N 1<n<N

mit einer Konstante 6 > 1. Auf diesem Punktgitter werden dann mit Hilfe eines konver-
genten Differenzenverfahrens (Einschrittverfahren, Pradiktor-Korrektor-Verfahren, Extra-
polationsverfahren, etc.) Ndherungen (yffn)ﬁy:l,i = 0,...,d, zu den Losungen y;, i =

.,d, der AWAn (9.1.2) berechnet; dazu sind d+ 1 Systeme zu losen. Ist das verwen-
dete Verfahren von der Ordnung m , und sind die Funktionen A(t), f(¢) hinreichend glatt,
so verhélt sich nach den Resultaten der Kapitel 1.2, 1.4 und 1.5 der Diskretisierungsfehler
wie

i = yi(D)|| < Ke O~ n™, (9.1.4)

wobei die Konstante K im wesentlichen nur von den gegebenen Daten A(t), f(t) abhéngt,
und L = maxes ||A(t)|| die Lipschitz-Konstante des Systems représentiert. Mit der dis-
kreten Fundamentalmatrix Y, = [y},,,...,y},] wird dann die Matrix

Q" := B, + B,Y%:
gebildet. Ist diese nun ebenfalls regulér, so besitzt das Gleichungssystem

Q"s" = g — Byyon (9.1.5)

eine eindeutige Losung 5" € R?, mit der durch
uz ::ygm—l—Ynhéh, n=20,...,N,

eine Naherung zu u(t) definiert ist.

Satz 9.1 (Konvergenz des Schief3verfahrens): Fir hinreichend kleines h > 0 ist die
Matriz Q" requldr, und das Schiefverfahren konvergiert mit der Ordnung m :

max |[u” — u(t,)|| = O(h™) (h—0).

tn€l

Beweis: Die Fehlerabschitzung (9.1.4) impliziert

1Q = Q" = I1BY (b) = ByYy|| < cl| Byl| max [lyi(b) — yinl| = O(R™), (9.1.6)

-----

mit einer dimensions-abhéngigen Konstante c. Fiir hinreichend kleines h ist also

Im Hinblick auf die angenommene Regularitdt von ) impliziert dies auch die Regularitét
von Q" = Q(I + Q7 HQ" — Q)) sowie die Abschiitzung (Ubungsaufgabe)

ST Q=

Q")
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Uber die Beziehung
Q' (@) =R =A@,
folgt weiter die Abschitzung

[

-1 Ak
= me—on 9@l

IO~ = (@")

Mit (9.1.6) folgt damit
IO~ — (@)~ = o™).

Damit erschlielen wir weiter

s — "] = Qg — Buyo(b)] — (Q") 7 g — Boyh ] |

< [l =@ gl + 1t — (@) Boll lyo ()]
Q") Bl lyo(0) — v wll = O(R™).
und hiermit
lup, —u(t)ll = llyg, +Yo's" —yo(ta) = Y (ta)s]
< e — wolt)ll + [V = Y ()| lIs" ]|+
+ Y ) 5" = sll = O(h™),
was zu zeigen war. Q.E.D.

Bei der praktischen Durchfiihrung des Schiefiverfahrens hat man zunéchst die d + 1
AWAn (9.1.2) zu 16sen. Da zur Aufstellung des Gleichungssystems (9.1.5) aber nur die

Endwerte yffN, it = 0,...,d, benotigt werden, ist die Anwendung eines Extrapolations-
verfahrens mit Basisschrittweite H = b — a zu empfehlen. Die diskrete Losung " wird
dann statt aus der Darstellung u = yéﬁn + Yhsh | wozu ja yzhn fir alle n = 0,..., N

berechnet werden miifiten, durch nochmalige Losung der einzelnen AWA
u'(t) = A)u(t) = f(t), tel, ufa)=3",

bestimmt. Je nachdem, mit welcher Methode dies geschieht, erhélt man natiirlich mégli-
cherweise eine leicht veréinderte Lésung @ .

Das Hauptproblem bei der Durchfiithrung der oben beschriebenen sog. einfachen Schief3-
methode ist das der Stabilitdt bei Integration iiber ldngere Intervalle I. Der Wert der
Losung y(t;s) der AWA (9.1.3) am rechten Intervallpunkt b kann bei etwas instabi-
leren Problemen sehr empfindlich gegeniiber Storungen im Anfangswert s sein. Unter
Umstanden mufl s zur Kompensation dieser Instabilitdt mit solcher Genauigkeit berech-
net werden, dass der dazu erforderliche numerische Aufwand bei der Diskretisierung der
AWAn (9.1.2) nicht mehr realisierbar ist.

Beispiel 9.1:
yi(t) = w2(t),  ys(t) = 11051 (¢) + ya(2) -
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Die allgemeine Losung ist (mit beliebigen Zahlen ¢, ¢ )

R A R

Fiir die Anfangswerte y(0) = (s1,52)7 erhalten wir also

1]_81 — S22 ot 1 1081 + So 11t 1
t: — _ .
y(t: s) 21 ¢ |t ¢ |

Den Randbedingungen w;(0) = 1, y1(10) = 1 geniigt die Losung

y(t) _ 6110 -1 ot 1 1— 6_100 " 1
6110 _ 6_100 —-10 6110 _ 6_100 11 '

Insbesondere ist

21 — —100
y(0) = —10+ =~ 10+35.-107".

ell0 _ o—100

Eine Rechnung mit zehn Stellen Genauigkeit ergibt fiir den leicht gestorten Startwert

) 1
°T {—10+ 10—9] '

den zugehorigen Endwert y;(10;3) ~ 1037 anstelle des exakten Wertes 1;(10;5) = 1. Bei
diesem hochgradig instabilen Problem versagt die Schiefmethode also vollig.

Bei dem eben betrachteten Beispiel liegt offensichtlich ein exponentielles Wachstum
in der Abhéngigkeit der Losung y(x;s) vom Anfangswert s vor:

ly(t; s1) — y(t; s2)|| = O(eM) ||s1 — sa -

Diese Beobachtung ist in Ubereinstimmung mit dem Resultat des Stabilititssatzes aus
Kapitel 1.1.2

ly(t; s1) — y(t; s0)|| < X7l |51 — sa]

wobei L die Lipschitz-Konstante des Systems reprisentiert. Um dieses Instabilitéts-
problem zu iiberwinden, wird das einfache Schiefiverfahren zur Mehrfachschieffverfahren
(,multiple shooting method*) erweitert. Dazu teilen wir das Intervall [a,b] so in Teilin-
tervalle auf,

a=t < - <t <---<tgs1 =0,

dass die kritische Grofle

eL(tk+1_tk)

nicht zu grof§ wird. Dann wird die Schieffprozedur auf jedes der Teilintervalle [ty, ty1]
angewendet und die dabei gewonnenen Teilstiicke der Losung zu einer globalen Losung
zusammengesetzt.
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Fiir gegebene Vektoren s, € RY k=1,..., R, seien y(t;ty, s;) die Losungen der AWAn

y'(t) = A)yt) = f(t), t€ trter], y(te) = sk : (9.1.7)
y (ts, s3)
— X
/—\X (tR, SR)
(t2, 52)
(t1,s1)
t
a =t to t3 .. tr tre1 =0

Abbildung 9.2: Idee des Mehrfachschieverfahrens

Das Problem besteht dann darin, die R Vektoren s; so zu bestimmen, dass die
zusammengesetzte Funktion y(t) : [a,b] — R,

y(t) = y(t;tk,sk), t e [tk,tk+1], k=1,....R,
stetig auf ganz [a,b] wird und der Randbedingung
Boy(a) + Byy(b) = ¢

geniigt. Fiir ¢ € [ty, tx+1) gilt dann

y() = y(t) — u(t) + 3 {ltier) — ()} + v(a)

k-1

3 / ") dr + (o)

=1

:/ty/(T)dT—l—

= [ {A@y(7) + f(7)}dT + y(a),

d.h.: y(t) ist auf I sogar stetig differenzierbar und somit Losung der RWA (9.1.1). Die
obigen Forderungen an y(t) ergeben folgende Bestimmungsgleichungen fiir die Vektoren
Sk € R¢:
Y(thit; tes Sk) = Sppr, k=1,...,R—1, (9.1.8)
Bysi + Byy(b;tr, sr) = g (9.1.9)
Seien wieder yi(t),Yi(t), (k=1,..., R) die eindeutig bestimmten Losungen der AWAn

() — AQy(t) = f(t), € [ttira], wulty) =0, (9.1.10)
Yk,(t) — A(t)Yk(t) =0, te [tk, tk+1] , Yk(tk) =1. (9.1.11)

~—
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Die Gleichungen (9.1.8) fithren dann iiber die lokalen Losungsdarstellungen

y(tutkusk):yk<t)+yk(t)Sk7 k:17"'7R7

auf
yk(tk+1)+Yk(tk+1)Sk = Sk+1, k= 17"'7R_ 17
Basl + Bb{yR(b) + YR(b)SR} =g.
Die Parametervektoren s, ..., sr sind also bestimmt durch ein lineares Rdx Rd-Gleichungssystem

Aps = (9.1.12)

mit s = (s1,...,s)%, B = (g — Byyr(b), y1(ta), . .. ,yR_l(tR))T und der Koeffizienten-
matrix

[ B, ByYx(b) |
—Yi(ts) I
Ap = :
L 0 _YR_l(tR) [ i

Die mit dem eventuellen Losungsvektor § gebildete Funktion v € C(I) ist dann konstruk-
tionsgeméf die Losung der RWA (9.1.1). Zur Untersuchung der Regularitdt der Matrix
A nehmen wir folgende Dreieckszerlegung vor:

Q1 ... Qr I 0
I “Yi(ty)
o | i)
K Il | o Yi(tr) T |
— R g

mit den rekursiv bestimmten d x d-Matrizen
Qr = ByYr(b)
Qk - Qk+1Yk(tk+1), k:R—l,...,Q,

Q1 = B.+Q2Yi(l2)
= B,+ BYr(b)Yr_1(tg)...Yi(t2).

Offensichtlich ist die Matrix A reguldr, wenn es die Matrix Q)1 = B,+ByYr(tr_1) ... Y1(t2)
ist.
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Hilfssatz 9.1 (,,Schiematrix*“): Mit der Matriz @ = B, + ByY (b) des einfachen
Schiefsverfahrens gilt Q1 = Q) .

Beweis: Die Fundamentalmatrizen Y(¢) und Yj(¢) sind definiert als Losungen der
AWAn:
Y'(t) - A®)Y(t)=0, tel, Y(a)=1I

Die Losung der AWA

ve(t) —A)y(t) =0, tel, yla)=a= Zaiei,

ist gerade y(t) = Y (t)a bzw. y(t) = Yi(t)a. Also ist
Yi(te)a =Y (t2)a VacR?.
Analog gilt allgemein
Yo (1) [Yio1 (t) @) = Yieo1 (L) v,
und durch Rekursion folgt daraus
Ya(tre).. . Yi(ta)a = Y(tge)a  Ya € R,
Q.E.D.

Das MehrfachschieBverfahren ist also durchfithrbar, wenn die gegebene RWA eine ein-
deutige Losung besitzt, d.h. wenn B, + B,Y (b) regular ist.

Die Dreieckszerlegung Agr = RL konnte natiirlich direkt zur Berechnung des Para-
metervektors § verwendet werden. Durch Riickwértseinsetzen wire zundchst Ro = (8
nach o aufzulosen, wozu es im wesentlichen nur der Losung des d x d-Systems

d
1=2

bedarf. Durch sukzessives Vorwértseinsetzen erhélt man dann § aus £5 = o . Die Matrix
()1 = @ wird aber meist sehr schlecht konditioniert sein, wie wir ja schon im Zusammen-
hang mit dem einfachen Schieverfahren festgestellt haben:

QT > 1.

Statt der obigen RL-Zerlegung von A verwendet man daher besser das Gauf3sche Elimi-
nationsverfahren mit partieller Pivotierung direkt am System As = (. Bei der prakti-
schen Durchfiithrung des Mehrfachschiefverfahrens berechnet man analog zum einfachen
SchieBverfahren wieder mit Hilfe eines ,, AWAn-Lasers* diskrete Naherungen y/, und Y},
zu den Funktionen y;(¢) und Y;(t) und erhélt damit eine Approximation

Ahgh — gh
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zum System (9.1.12). Die daraus bestimmten Parametervektoren §%, ..., 8% ergeben dann
durch
yh=yp F YIS, b € [tte], k=1,... R,

eine Niherungslosung y” fiir die RWA (9.1.1). Analog wie in Satz 9.1 zeigt man auch hier
die Konvergenz
max [|u(t,) — yu|| = O(A™)  (h—0)

th€

mit der Ordnung m des AWAn-Losers. (Dabei sind natiirlich die Schieflpunkte t; als
Gitterpunkte angenommen!) Dariiber hinaus 1&8t sich noch zeigen, dass i. Allg. die Matrix
Q" eine wesentlich bessere Approximation von @ ist als Q" von Q.

9.2 Nichtlineare Randwertaufgaben

Wir betrachten nun die allgemeine RWA
u'(t) = f(t,u(t)), tel, r(u(a),ud))=0, (9.2.14)

unter den Bedingungen von Abschnitt 8.1.1 und nehmen an, dass eine lokal eindeutige
Losung u(t) existiert. Das einfache Schiefiverfahren zur Berechnung von w(t) geht aus
von der AWA

y'(t)= f(t,yt)), tel, yla)=s, (9.2.15)

und versucht den Parameter § € R? so zu bestimmen, dass die Losung y(t; 3) der Rand-
bedingung geniigt:

r(y(a; 8), y(b; 8)) = r(5,y(b;8)) = 0.
Unter der Annahme, dass (9.2.15) wenigstens fiir ein gewisses Intervall [sq, s5] eindeutige

Losungen y(z;s) auf I besitzt, ist dieses Vorgehen dquivalent zur Suche nach einer
Nullstelle § € [sy, o] der implizit definierten Funktion

F(s) :=r(s,y(b;s)) .

Zur Auswertung von F(s) fiir ein s € [s1, $2] muB zunédchst der Wert y(b;s) der zu-
gehorigen Losung der AWA (9.2.15) berechnet werden. Zur Berechnung einer Nullstelle §
von F(s) bietet sich etwas eine Fixpunktiteration der Form

s =st=D _ op(st-Y) jeN, (9.2.16)

an, mit einer geeigneten reguliren Matrix C' € R¥? . Wir wissen, dass die Losung y(b; s)
der AWA (9.2.15) Lipschitz-stetig vom Anfangswert y(a;s) = s abhéngt; dies ist eine
Konsequenz des allgemeinen Stabilitétssatzes 1.4. Damit wird auch die Funktion F(s)
Lipschitz-stetig, und die Fixpunktiteration (9.2.16) kann durch geschickte Wahl von C
zur Konvergenz gebracht werden. Diese ist allerdings in der Regel zu langsam, so dass wir
lieber das wesentlich schnellere Newton-Verfahren verwenden méchte. Dazu benétigen wir
aber die Ableitung (Jacobi-Matrix) der Funktion F'(s) bzw. die Ableitung des Wertes
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y(b; s) nach dem Anfangswert s. Letztere ist eine Matrixfunktion G(t;s) := 0sy(t; s)
und nach Satz 1.6 aus Abschnitt 1.1.1 als Losung einer linearen Matrix-AWA gegeben,
vorausgesetzt alle Daten des Problems sind hinreichend , glatt*:

G(t;s) (t) = folt,y(t;8))G(t;8)(t), tel, G(a;s)=1I. (9.2.17)

Ist auch die Funktion r(.,.) stetig differenzierbar (In der Praxis ist r meist sogar linear.),
so wird die Funktion F(s) stetig differenzierbar mit der Ableitung

F'(s) = ry(s,y(b;8)) +1ry(s,y(b; 5))G(b; s).
Damit lautet das Newton-Verfahren wie folgt:
D = O _ (s 1p(s@)y 1 =0,1,2,..., (9.2.18)

wobei (O ein geeigneter Startwert ist. Um sU*D aus s® zu berechnen, sind dann

folgende Schritte notig:

i) Losung der AWA '
y(t) = flty®), tel, yla)=s",

und Auswertung der Funktion

ii) Losung der linearen (Matrix)-AWA
G'(t;s") = [t y(t;s)G(tsY), tel, GlasV) =1,
und Auswertung der Matrixfunktion

P/(89) = ra (89,0 59) 1y (89, y (0159 G 0 5

iii) Losung des linearen Gleichungssystems

F/(S(i))s(iJrl) — F/(S(i))s(i) _ F(S(i)).

Beispiel 9.2:

bzw.
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Die zugehorige AWA ist hier problemangepaft:

i (1) = va(t)

Ys(t) = gyl(t)2, te€ 0,1, yi(0)=4, uy(0)=s.

Die daraus resultierende Funktion F'(s) zeigt das folgende Bild:

70 69
%60 4
| w' (1)
#50 2¢
i
$40 0 ‘s
I F(s) 08 /1.0
30 2°¢
20 -4 ¢
R _/ ¢10 -6 ¢
S1 So
0 8¢
2100 -80  -60 -40W
S — -10 ¢
12

Abbildung 9.3: Verlauf der Funktion F(s).

Offensichtlich hat die Funktion F(s) zwei Nullstellen, welche zu zwei verschiedenen
Losungen w' (i = 1,2) der RWA gehoren. Obwohl diese dieselben Randwerte haben,
besteht aber kein Widerspruch zum Eindeutigkeitssatz 8.1, da es sich hier um eine RWA 2-
ter Ordnung handelt. Die oben beschriebene Newton-Iteration liefert die folgenden Néhe-
rungswerte fiir die Nullstellen:

51 =—8, 8y = —35.8585487278.

Ein Vergleich mit der bekannten exakten Losung zeigt, dass die Schiefmethode in diesem
Fall eine auf mindestens 10 Stellen genaue Néherung liefert.

Die Berechnung der Ableitungsmatrix F’(s®) in Schritt (i) erfordert die Losung eines
d x d-Systems von linearen gewthnlichen Differentialgleichungen. Dies kann in der Praxis
zu aufwendig sein. Stattdessen kann man die Ableitung F’ durch einen Differenzenquo-
tienten approximieren

AF(s) = (A1F(s),...,AqF(s5)),

wobei
AjF(S) _ F(Sla...8j+A8j,...,Sd) _F($1a~--75d) '
ASJ'
Die Werte F(sq,...,s; + Asj,...,8q4) und F(sq,...,,5q) werden geméf Schritt i) be-
rechnet.

Zur Rechtfertigung des Schiefiverfahrens fiir die RWA (9.2.14) und insbesondere der Ver-
wendung des Newton-Verfahrens zur Berechnung der Nullstelle s der impliziten Funktion
F(s) sei nun folgendes angenommen:
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Auf einer p-Umgebung (p > 0)
Up={(t,2) e I xR [lo —u(t)]| < p, t € I}

der isolierten Losung u(t) der RWA (9.2.14) ist f € C?(U,) und besitzt bzgl. des Argu-
ments x die Lipschitz-Konstante L. Auf einer p-Umgebung

Qp={(z.y) €R x R![ ||z —u(a)| < p, |y —u(d)] < p}
der Randwerte ist r € C*(Q,) .
In Analogie zu Satz 1.1.7 des Kapitels 1.1.2 gilt dann:

Hilfssatz 9.2 (Nichtlineares Schiefverfahren): Fir jeden Vektor
se K={oeR||u(a)—o| < pett-a}
besitzt die AWA
y'(t) = ftyt), tel, yla)=s,
eine eindeutige Losung y(t;s), welche ganz in U, verliuft. Weiter ist u(b;s) € C*(K),
und die Ableitungsmatriz 0sy(t; s) = G(t;s) erfillt

G'(t;s) = fult,y(t;5)G(t;s), tel, Glas)=1.

Beweis: Siehe: E.A. Coddington und N. Levinson: Theory of Ordinary Differential Equa-
tions, McGraw-Hill, 1955. Q.E.D.

Mit Hilfe dieses Resultates erhalten wir nun leicht folgenden Satz.

Satz 9.2 (Newton-Bedingungen): Unter den obigen Bedingungen gilt F(s) € C*(K),
F(u(a)) =0, und F'(u(a)) ist requldr.

Beweis: i) ist eine unmittelbare Folge der Glattheitsvoraussetzungen an f(¢,z) und
r(x,y) und Hilfsatz 9.2. ii) ist offensichtlich. Zur Verifikation von iii) schreiben wir

F'(s) = ra(s,y(b; 5)) + 1y (5, y(b; 5)) G (b; 5) -

Offenbar ist G(t;s) = Y(t) gerade die Fundamentalmatrix der linearen Gleichung (fiir
festes s)
Y'(t) — fo(t,yt;s)Y(t) =0, t>a, Y(a)=1I.

Also ist
F'(u(a)) = ro(u(a),y(b;u(a))) + ry(u(a), y(b; u(a)))Y (b) .

Diese Matrix ist aber gemifl Satz 8.2 notwendig reguldr, wenn w(t) isolierte Losung ist,

da dann das linearisierte System (8.1.2) aus Satz 8.1 nur die triviale Losung haben kann.
Q.E.D.
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Satz 9.2 enthélt gerade die wesentlichen Bedingungen, unter denen das Newton-Verfahren
lokal quadratisch konvergiert:

Is® = 8] <ells® V=3, k=1,2,...;
auf die wichtige Frage der Bestimmung eines geeigneten Startvektors s € K kann hier
nicht eingegangen werden (siche dazu z.B. [Stoer/Bulirsch] im Literaturverzeichnis).

Wir skizzieren nun noch die kontinuierliche Version des Mehrfachschieverfahrens zur
Losung der RWA (9.2.14).

Fiir gegebene Vektoren sy (k=1,..., R) seien y(t;ty, sg) die Losungen der AWA

y(t) = f(tyt), teltnten], ylin) =sk. (9.2.19)

Das Problem besteht nun darin, die Vektoren s, so zu bestimmen, dass die zusammen-
gesetzte Funktion

t) =yt te, sx), t€ |tg,tpre], k=1,...,R—1,
9O =yttt ot 0220
y(b)ZSR—Fh

stetig (und damit natiirlich notwendig auch stetig differenzierbar) auf dem ganzen Intervall
la,b] wird und der Randbedingung geniigt:

r(y(a),y(b)) = r(s1, sr1) = 0.
Dann ist y(t) die gesuchte Losung der RWA (8.1.11).

Dies sind d - R Bestimmungsgleichungen fiir s :

y(tk—l—l;tkask) = Sk+1, k= ]-7"'>R_ ]-7

9.2.21
T(SlasR-l-l) = 07 ( )

die auch in der Form geschrieben werden kénnen:

Fi(s1,52) y(taity, s1) — S2
F(s) = : = : ~0.
Fr_1(sr-1,5gr) Y(tritr-1,5r-1) — Sk
I Fr(s1,5Rr+1) | i (81, SRt1) |

Eine Nullstelle 5 € R¥# der Funktion F(s) kann wieder mit Hilfe des Newton-Verfahrens
bestimmt werden. Ausgehend von einem geeigneten Startwert s lautet die Iteration
dann

s = s _ (s TRp(s®) | 1 =0,1,2,.... (9.2.22)
Jeder Iterationsschritt erfordert nun die Losung der R AWAn

y/(t) = f(ta y(t)) , te [tk>tk+1]
y(tr) = 31(;) — Y (g1 tes 8;(;)%
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fir k=1,..., R, und die Berechnung der Jacobi-Matrix

G, -1 0 ... 0
0 Gy —I :
7 a (2
F(s%) = (ng(S()O = ' 0 |-
J i,j=1,...,R
0 0 Gr —I
A 0 ... 0 B

wobei die folgenden Abkiirzungen verwendet wurden:

0
Gk 8Sk y( k+1, kask)v ; 7R7

0 0
B = @T(SlusR—l—l)v A:a—sl

T(Slv SR+1) .

Normalerweise ist die direkte Berechnung von F’(s®)) aus seiner Darstellung als Losung
einer linearen AWA viel zu aufwendig. Da die Koeffizienten dieses Systems von der Losung
y(t) abhéngen, miiite man diese dazu mit grofler Genauigkeit auf dem , ganzen“ Intervall
I berechnen, obwohl sie eigentlich nur in den Gitterpunkten t;, benotigt wird! Man ersetzt
daher die Ableitung F’(s®) wieder durch einen Differenzenquotienten

AF(s%) = (AjpF (") )jh=t,.r

wobel

(s 4+ Asjy ) = F(oo,sb) 0
ASjk )

Zur Berechnung der Iterierten st aus s schreiben wir das lineare Gleichungssystem
(9.2.22) in der Form

Aij(S(Z)) =

G1A81 — A$2 = —Fl

Gr-1Asp_1 — Asp = —Fr_4
AASl + BAST = —FR
mit den Abkiirzungen Asj := s,(fﬂ) — s,(f) und Fy := Fy(sk, Sgr1) - Durch Kombination
dieser Gleichung erhélt man dann:
ASQ = G1A81 + F1
: (9.2.23)

ASR = GR—I e G1A81 + ZR_I(HF;;i_lGl)F} 5

7j=1
und aus der letzten Gleichung:

[A + BGR—l ce Gl]Asl = w (9224)
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mit w = —[FR + BFr_1+BGr_1Fr_o+ ...+ BGr_;. ..GgFl].

Das lineare Gleichungssystem (9.2.24) fiir As; kann nun etwa mit Hilfe des Gauischen Eli-
minationsverfahrens gelost werden. Die anderen Unbekannten Asy, k = 2,..., R erhélt
man dann aus den Rekursionsgleichungen (9.2.23).

9.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.1: Es sei A € R™? eine regulire Matrix. Man zeige, dass fiir jede Matrix
B € R™4 mit der Eigenschaft ||B|| < ||A7Y|~! bzgl. irgend einer natiirlichen Matrizen-

norm || - || auch die Matrix A + B regulér ist und dass dann gilt:
- A~
I(A+B)™| < - :
1— (A=l B]

Aufgabe 9.2: Fiir eine d-dimensionale lineare RWA mit ,,separierten“ Randbedingungen

u'(t) = Au(t) + f(t), t€[ab],
wi(a) =ay, i=1,...;r, w(b)=pF,i=r+1,...,d,
kann die Dimension der im Zuge der Mehrzielmethode zu losenden Gleichungssysteme
reduziert werden. Fiir den Fall d =2 (und somit r = 1), sowie a = x; < 29 < 23 =10
stelle man das Gleichungssystem fiir die Parametervektoren s; und s, auf. Dabei soll

entsprechend der Separation der Randbedingungen von a = x; nach x5 und riickwérts
von b= z3 nach z, integriert werden (sog. ,, Gegenschieflen*).

Aufgabe 9.3: Die Randwertaufgabe
u’(t) =100u(t), 0<t<3, wu0)=1, u3)=e",

soll mit dem einfachen Schieverfahren gelést werden. Dazu berechnet man die Losung
u(t; s) der Anfangswertaufgabe

u’(t) = 100u(t), t>0, wu(0)=1, «'(0)=s,

und bestime s = s* so, dass u(3;s*) = e3° wird. Wie grof} ist der relative Fehler in

u(3;s*), wenn s* mit einem relativen Fehler ¢ behaftet ist? (Hinweis: man forme die
RWA in ein System erster Ordnung um und bestimme dessen allgemeine Losung durch
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der 2 x 2 Koeffizientenmatrix.)

Aufgabe 9.4: (Praktische Aufgabe) Man lose die skalare Randwertaufgabe
—u"(t) — 44/ (t) + sin(t)u(t) = cos(t), 0<t<m,
u(0) = u(m), u'(0) = u'(m),
mit Hilfe des Einfachschiefiverfahrens. Als Integrator fiir die AWA verwende man alter-

nativ das Heunsche Verfahren 2-ter Ordnung und das klassische Runge-Kutta-Verfahren
4-ter Ordnung.



10 Differenzenverfahren

10.1 Systeme erster Ordnung

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf die Betrachtung linearer RWAn im R?, obwohl
die meisten Aussagen sinngeméfl auch fiir die Approximation isolierter Losungen nicht-
linearer Probleme iibertragen werden konnen. Zur Abkiirzung der Notation fithren wir

Operatoren L : C*(I) — C(I) und R:C(I) — R ein:
(Lu)(t) == u'(t) — A(t)u(t) = f(t), tel=]a,b],
Ru := Byu(a) + Byu(b) = g,

Wir nehmen an, dass diese RWA eine eindeutige Losung besitzt, bzw. dass die Matrix
B, + ByY (b) regular ist.

(10.1.1)

Grundsitzlich kann jedes Differenzenverfahren zur Losung von AWAn,
u'(t) — Alt)u(t) = f(t), t>a, wula)=a, (10.1.2)

auch zur Losung der RWA (10.1.1) verwendet werden. Dazu wihlt man etwa ein dquidi-
stantes Gitter auf [a, b],

th=a+nh, 0<n<N, h=(b-a)/N,

auf dem Approximationen y, zu u(t,) bestimmt werden sollen. Anwendung der Dif-
ferenzenformeln auf eine Gitterfunktion y" := (y,))_, ergibt dann ein System von N
Differenzengleichungen

N
(Lpy™), = chj(h)yj = Fy(h:f), n=1,...,N. (10.1.3)

7=0
Eine (N + 1)-te Gleichung erhélt man durch exakte Ubernahme der Randbedingung
Rpy" = Bayo+ Boyn = 9. (10.1.4)

Das diskrete Operatorpaar {L,, R,} wird als Approximation von {L, R} betrachtet.
Durch die Beziehungen (10.1.3), (10.1.4) mit der Koeffizientenmatrix (Cy;(h))y;—; und
dem inhomogenen Vektor (F),(h; f))N_, wird eine sehr allgemeine Klasse von Differenzen-
approximationen der RWA (10.1.1) erfafit; alle im ersten Teil der Vorlesung beschriebenen
Einschritt-, Mehrschritt- und Extrapolationsverfahren fallen darunter. Man erhélt so ein
lineares Gleichungssystem

Apy = " (10.1.5)
fiir den diskreten Losungsvektor y" = (yo,...,yny)" € ROVFDL mit
[ B, 0o ... B, | [ g ]
Cio(h)  Cu(h) ... Cin(h) Fi(h; f)
Ah = . . . . ) /Gh = .
| CNo(h) CNl(h,) Ce CNN(h) ] | FN(h; f) i

209
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Dies ist eine (N + 1) x (N + 1)-Blockmatrix, deren Blockelemente wir mit A, be-
zeichnen. Im Folgenden wird die einheitliche Bezeichnung " sowohl fiir die diskrete Git-
terfunktion y" : {to,...,tx} — R? wie fiir den zugehérigen Block-Vektor der Gitterwerte
y" = (yo,...,yn)T verwenden. Verwechslungen sollten ausgeschlossen sein.

Beispiel 10.1: Eins der einfachsten Differenzenverfahren ist das sog. ,, Box-Schema®, wel-
ches auf der Trapezregel als AWAn-Loser basiert:

Liyn = 0" (Y — Yno1) — 2 An_1/2(Yn + Yn—1) = fa1/2,

wobei t, 1/ = %(t +tn—1) und A,_q/9 := A(t,—1/2) gesetzt ist. Das zugehorige Glei-
chungssystem (10.1.5) hat hier die Gestalt

B, 0 By Yo Y
—1—LhA I— 1A, 0 v | | hfip
I 0 —I — ShAN_1)2 I —1hANn_1p | [y~ LSV

Die eindeutige Losbarkeit dieses Systems (fiir hinreichend kleines h ) wird unten im Rah-
men eines sehr viel allgemeineren Resultats gezeigt werden.

Zur Untersuchung der Konvergenz der Differenzenapproximation (10.1.3), (10.1.4)
fithren wir wieder den Abschneidefehler 7" als Gitterfunktion ein durch

= Lyu" — F"(h; f).

Dabei bezeichnet u" die durch Restriktion der Losung u auf das Punktgitter {t,,...,tx}
gewonnene Gitterfunktion. Im Falle einer AWA hatten wir gesehen, dass hinreichend fiir
die Konvergenz der Differenzenapproximation ihre Konsistenz (mit Ordnung m > 1),

lyo — uoll + max |[7u[l = O(R™), (10.1.6)
und ihre Stabilitdt,
Ogﬂngllyn| < K {|lyoll + max( Liy")nll}, (10.1.7)

fir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<n ist. Die Stabilititsbedingung (10.1.7) ist lediglich
eine Umformulierung der Aussagen der Stabilitétssidtze 2.2 und 5.2 fiir Einschritt- bzw. fiir
lineare Mehrschrittverfahren, wobei K ~ e~ ist. Wird nun das Differenzenverfahren
zur Losung der RWA (10.1.1) angewendet, so definiert man sinngeméf Konsistenz (mit
der Ordnung m ) durch

IRy — gl + max (L") — Fu(hs )] = O(R™) (10.1.8)
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und Stabilitdt durch

max Jynll < K{|I Ryl + max |[(ZLny")

JTAX Inll} (10.1.9)

fiir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<ny und hinreichend kleines h .

Die Stabilitéitseigenschaft (10.1.9) des Differenzenoperators {Ly, Ry} 148t sich dqui-
valent durch eine Stabilitdtseigenschaft der zugehorigen Matrix A, ausdriicken. Dazu
fithren wir die von der Vektornorm

R . h (N+1)d
ly*lloc := max flyall, 3" € RETDS

erzeugte natiirliche Matrizennorm ein:

h
[Anlloo == sup M A, € RWNHDAx(N+1)d
thR(N+1)d Hthoo ’

Diese Matrizennorm ist gerade die sog. ,,Maximale-Blockzeilensummen-Norm*
N
A = max A
[ Alloe = max S [ Anmn]
m=0

wobei wiederum || Aj,.,.m|| die von der Euklidischen Vektornorm des R? erzeugte natiirli-
che Matrizennorm des R9*¢ ist.

Hilfssatz 10.1 (Stabilitét linearer Differenzenverfahren): Die Stabilitit des Diffe-
renzenschemas (10.1.3), (10.1.4) ist dquivalent dazu, daf die zugehirigen Matrizen Ap
requldr sind mit

sup || A; oo < 00 (10.1.10)
h>0

Beweis: Fiir eine Gitterfunktion y" = {y,}o<n<ny bzw. Gitterwertvektor y" = (y,)_,
ist Apy" = 0 dquivalent mit (Lpy"), =0(1 <n < N) und Ruy" = 0. Aus (10.1.9) folgt
also notwendig die Regularitit von A;, sowie [|A,'|. < ¢ (gleichmiBig bzgl. k) und
umgekehrt:

A = sup A e
yheR(N+1)d ||Ahy ||oo

Q.E.D.

In Analogie zu den Konvergenzsétzen fiir Diskretisierungen von AWAn haben wir nun
den folgenden

Satz 10.1 (Konvergenzsatz): Ist das Differenzenschema (10.1.3), (10.1.4) konsistent
mit der Ordnung m > 1 und stabil, so ist es konvergent

max |[yn —u(t,)| = O(h™) (b —0).

tn€
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Beweis: Fiir die Fehlerfunktion e := y" —u” gilt
Lye" = Lyy" — Lyu” = F"(h; f) — Lyu” = ="
Aufgrund der Konsistenz folgt
[ Buct ]| + max [l = O(™),

so dass die Stabilitdt direkt die gewiinschte Konvergenzaussage impliziert. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der Analyse von Differenzendiskretisierungen der RWA (10.1.1)
besteht also im Nachweis der Stabilitdt. Uberraschenderweise gibt es aber dafiir ein sehr
allgemeines Kriterium:

Satz 10.2 (Aquivalenzsatz): Das Differenzenschema (10.1.3), (10.1.4) ist konsistent
(mit Ordnung m) und stabil fir die RWA (10.1.1) genau dann, wenn es konsistent (mit
Ordnung m) und stabil fir die AWA (10.1.2) ist.

Beweis: (i) Die Aquivalenz der Konsistenz mit Ordnung m ist klar, da die Randbedin-
gung bzw. Anfangsbedingung exakt erfiillt werden. Die AWA kann als spezielle RWA mit
B, =1 und B, = 0 aufgefalt werden. Zum Beweis des Satzes betrachten wir nun zwei
beliebige Randwertaufgaben RWA(0) bzw. RWA(1) fiir das System

Lu(t) =u'(t) — A{)u(t) = f(t), tel, (10.1.11)
zu den Randbedingungen
Ry = BDu(a) + BPub) =g, i=0,1, (10.1.12)

und nehmen an, dass beide emdeutl losbar sind. Dies ist gleichbedeutend damit, dass
die zugehérigen Matrizen BY) + B Y (b) beide regulir sind. Hierbei bezeichnet Y'(t)
wieder die Fundamentalmatrix des Systems (10.1.11), i.e. die Losung der Matrix-AWA
Y'(t) — A)Y(t) = 0, t € [a,b], Y(a) = I. Es ist dann zu zeigen, dass die Stabilitét
des Differenzenschemas fiir RWA(0) auch die fir RWA(1) impliziert. Die zugehorigen
Verfahrensmatrizen sind

BY o .. 0o BY
. Cho(h . Cwl(h
AD = 10‘() 1z\f() o1,
| Cvolh) . Cww(h) |

Sei nun das Schema stabil fiir RWA(0), d.h.: Nach Hilfssatz 10.1 ist A;LO) reguldr und
SUDp0 ]|A§LO)_1HOO < 00 . Mit der Differenz

1 0 1 0
B"-B® o ... o B -BY

0 0
Dy im AD — 4 _
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schreiben wir

AV = (I + Dy A A (10.1.13)
Im Hinblick auf die angenommene Regularitédt der Matrizen AELO) und der gleichméfigen
beschranktheit ihrer Inversen muss jetzt die Matrix I + D, Aéo)_l untersucht werden.

(ii) Wir wollen jetzt zeigen, dass die Matrix I + Dy, Aéo)_l regulir und ihre Inverse
gleichméfig in A beschrénkt ist. Dazu schreiben wir die Inverse von AELO) in der Blockform

0 0
zO .z
Af)_lz : : ’ Zj(g)eRdxd.
0 0
zQ .. Z0

Durch zeilenweise Auswertung der Beziehung Aﬁj’)Aﬁf)‘l = [ ergeben sich dann die Be-
ziehungen

B0z + B 70 — (10.1.14)
BOzO +BYZ0) —0, k=1,..,N, (10.1.15)
und
N
ZCMZ}(?) =0, n=1,..,N. (10.1.16)
=0

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir schreiben:

1 0 1 0 0 0
I BW—B® . BW_B" | [ Z© ...z
I—FDhA;LO)_l = +
0 0
: I 0 ... 0 zQ . zY,
Qh,O Qh,l <. Qh,N
- I ,
] I

mit den Matrizen

Quo =1 +[BY = BY) 7)) + [B," = B,1 2%
= [+ (B2 + BV Zy) - B Z) + B 2

(-

~~
=1

Qny = [BY — BO 7)) + [B)Y — B2\

a a

0 1 0 0 0 0
~ (B Z + B0 - (B0 2 + B 74

a a

~~
=0
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(i) Als néchstes wollen wir zeigen, dass der erste Diagonalblock Qo = Bél)Zég) +
Bél)Z](\% regulér ist. Aus (10.1.14) und (10.1.16) entnehmen wir, dass der ,,Blockvektor

-----

die Differenzenapproximation zur Losung Z(©(¢) der Matrix-RWA
Z'(t) - At)Z(t) =0, tela,b], RYZ=1, (10.1.17)
ist. Nach dem Konvergenzsatz 10.1 gilt dabei fiir den Fehler
max || Zyg — Z9(t,)| = O(h™) (h—0),

0<n<N
und folglich
0 1 0 1 m
I Bz + B, 25, — {BY 2% (a) + B, ZO ()} | = O(h™). (10.1.18)
:C‘Q,}L,O :R?;)ZO

Die mit der Fundamentallssung Y'(t) € R¥? des Systems (10.1.11) gebildete Matrix
QO .= ROy = BV ¢ BéO)Y(b) ist nach Voraussetzung regular. Wegen
YU (1) — AN (HQV T =[Y'(t) - AW)Y ()R =0, € [a,b],
RO [y(t)Q(O)—l] — R(O)y(t)Q(O)—l =QUQO-1 =
ist dann auch die Matrixfunktion Y (#) Q®~! Losung der RWA (10.1.17). Wegen der
Eindeutigkeit dieser Losung folgt die Gleichung
ZO@) =y () QUL
Aufgrund der vorausgesetzten Losbarkeit der Randwertaufgabe RWA(1) ist die Matrix
QW := ROY = B + BYY (b) und damit auch die Matrix
RV ZO) — gy 9O-1 — o) O-1

reguldr. Wegen (10.1.18) gibt es fiir ein beliebiges, aber festes p € (0,1) ein h, > 0, so
dass gilt:

(1) (0)-1 p
|Qro — QW Q HSW’ 0<h<h,.
Fiir solche A ist dann auch @ regular (Ubungsaufgabe), und es gilt

1@
1QVQW|@no — QWO

1 <
Qb < —

d.h.: sup0<h§ho ||Q}:,%)|| < 00.

(iv) Mit Qp o ist nun auch I+Dy Aéo)_l und schliellich auch AELO) reguldr. Man verifiziert
leicht, dass

Qﬁ}) _Qf_L,:(l)Qh,l e _Q;,%)Qh,N
I
(I—D, AV =
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Damit folgt die Abschitzung

1)—1 0)—1 0)—1\— 0)—1 0)—1\—
A o = AT + DpAY ™) o < JAY oo (T + DRAY ™) Yo

0)—-1 _
< A oo max {1, Qi 5l max {1, |Quill}} < K.

Die Beschrianktheit von max;<g<n ||@Qn k|| erschlieBen wir wie folgt: Aus der (angenomme-
nen) Beschrianktheit der Normen (maximale Block-Zeilensumme) ||.A§LO)_1||OO folgt insbe-
sondere die Beschrianktheit der Matrixblocke ||Zéz)||, ||Z](\?li|| und damit schliefllich auch

die von ||Qnill = ||B,§1)Zég) + Bgl)Z](\?,)CH . Das Differenzenschema ist also auch stabil fiir
AWA(1). Q.E.D.

Als Konsequenz des fundamentalen Satzes 10.2 sehen wir, dass alle bisher betrachte-
ten konvergenten Differenzenverfahren fiir AWAn auch zur Lésung von RWAn verwendet
werden kénnen, und hier auch dieselbe Konvergenzordnung besitzen.

Beispiel 10.2: Das oben eingefiihrte Box-Schema hat als Abkémmling der Trapezregel
die Konsistenzenordnung m = 2 und ist stabil fiir die AWA (10.1.2). Geméafl Satz 10.2
impliziert dies also die Regularitéit der zugehorigen Matrizen A, fiir hinreichend kleines
h und die Konvergenz der diskreten Losungen

mas |y, — u(t,)]| = O(W?) (h—0).
n€

Fiir den Diskretisierungsfehler lassen sich auch wieder asymptotische Entwicklungen nach
Potenzen von h? (wegen der Symmetrie der Differenzenformel) nachweisen:

R

Yo — ulty) = Y h¥ei(t,) + O(h*+2).

1=1

Dabei ist wieder v € C*F+%(I) angenommen, und die Fehlerfunktionen e;(t) sind un-
abhéngig von h. Auf der Basis dieser Entwicklung l&3t sich fiir das Box-Schema die
Richard-Extrapolation auf h = 0 anwenden. Durch (R+ 1)-malige Auswertung des Glei-
chungssystems Apy" = " mit den Gitterweiten 27Ph,p = 0,1,2,..., R, erhilt man so
eine Naherung 7" (2R + 2)-ter Ordnung:

p2E+2)

max [, — u(ta)|| = O

10.2 Sturm-Liouville-Probleme

Fiir die in der Praxis hdufig auftretenden Sturm-Liouville-Probleme (skalare RWAn 2-ter
Ordnung) verwendet man meist spezielle Differenzenverfahren, welche nicht den Umweg
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iiber die Transformation auf ein System 1-ter Ordnung gehen. Wir wollen das hier anhand
des Dirichletschen Problems

Lu(t) := =[pu']'(t) + q(®)u'(t) + r(H)u(t) = (), tel=]a,b],
u(a) =a, u(b) =0,

studieren. Dieses Problem stellt einen eindimensionalen Modellfall fiir eine grofie Klasse
von hoéherdimensionalen Differentialgleichungsproblemen dar. Obwohl die im folgenden
betrachtete Diskretisierung von (10.2.19) i. Allg. praktisch nicht konkurrenzfihig (da nur
von zweiter Ordnung) ist, erlaubt ihre Analyse doch schon Riickschliisse auf das Ver-
halten analoger Verfahren fiir die sehr viel schwierigeren mehrdimensionalen Probleme.
Dieser sowie der néchste Abschnitt iiber Variationsmethoden sind also im wesentlichen
als Vorbereitung fiir die Untersuchung von Diskretisierungsverfahren bei partiellen Diffe-
rentialgleichungen zu sehen.

(10.2.19)

Unter den Standardvoraussetzungen
p,ge CH(I), rfeC(), pt)>p>0, tel,
und zusétzlich

p+ (b—a)’min{r(t) — 3¢'(t)} > 0 (10.2.20)

tel

besitzt Problem (10.2.19) nach Satz 8.3 eine eindeutige Losung u € C?(I). Im Falle
pe C3I), q,r, f € C*(I) ist sogar u € C*(I).

Zur Diskretisierung von (10.2.19) sei (zur Vereinfachung) ein dquidistantes Punktgitter

b—a

=ty < ... t,<...<t =b I,:=th_1,tn], th—th.1=h=——,
a 0 N+1 [ 1 ] 1 N1

zugrunde gelegt. Das Differenzenanalogon von Problem (10.2.19) lautet dann

L nI:—A nA n‘l’nA n T TnlUn = Jn, 1< <N’
ny n/2[Pnny2Yn] + Ga Dy + o = f =ns (10.2.21)
Yo = (v, YN+1 = 67

mit dem zentralen Differenzenquotienten 2-ter Ordnung

Apy(t) = (2h)"Hy(t + h) —y(t = h)},
und der Schreibweise g, = g(t,,) fiir die Gitterwerte einer stetigen Funktion.

Dies ist dquivalent zu einem linearen (N +2) X (N + 2)-Gleichungssystem fiir den Gitter-
vektor gh = (y07 Yy -5 YN, ?JN+1)T7

Ay =", (10.2.22)

wobei die Matrix A, und die rechte Seite b, aus den Gleichungen yo = o, yny41 = 3
und

_[pn—1/2yn—1 - (pn—1/2 +pn+1/2)yn +pn+1/2yn+1] + %hQn(yn—l—l - yn—l) +
+ kY, = k2, 1<n<N,
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abgelesen werden konnen. Durch Elimination der bekannten Randwerte yo = o, yn11 = 3
wird dieses System auf ein N x N-System

Apyn = bn (10.2.23)

fir den Vektor y" = (yy,...,yn)? reduziert mit der N x N-Matrix

DP1/2 + P3j2 + h*rq —p3j2 + %h%
1 1 2 1
Ap = 2 —Pn-1/2 — 31Gn Pn-1/2 + Png1j2 + Wy —Pnt1/2 + 5han
i —pN—1/2 — 3shqn PN—1/2 + DN11j2 + RPrN |

und dem N-Vektor

V" = (fu+ b pripo+ 3h7 ey, fo, o fven v+ B e B — 3h T anB)T

Die Genauigkeit dieser Differenzenapproximation wird wieder mit Hilfe des Abschnei-
defehlers

Ty = (Lhuh)n — fn, 1<n<N,
fiir die Gitterfunktion u” := (ug, ..., uny1)T beschrieben. Fiir den zentralen Differenzen-

quotienten einer Funktion z € C3(I) gilt
Apz(t) = 2'(t) + th*2"(&), & €[t —h,t+h).
Damit folgt fiir u € C*(I):

(Lpu™)y — fn = —Apjo[PnAnj2tin] + @ Apty + roun, — fi
= —App [pntty, + ithnum(gn)] + Gy, + %h2Qnum(nn) + Tlin — fn
= —[pu'l, — 57 ()" (Ga) — gih* Dnjolpnu (60)]
+ 2P g () + Tattn — fu
= —[puly + guus, + T, — fg+h20(1r}%x u ™| + max ")),
=0

d.h.: Die obige Differenzenapproximation ist von 2. Ordnung in h. Aus der Darstellung
des Abschneidefehlers folgt, dass die Differenzenapproximation ezakt ist fiir quadratische
Polynome (im Fall ¢ = 0 sogar fiir kubische Polynome). Dies wird im Folgenden an
entscheidender Stelle fiir den Nachweis der Konvergenz des Verfahrens verwendet werden.

Der Nachweis der Konvergenz erfolgt nun auf analogem Wege wie vorher bei den
Differenzenapproximationen von Systemen 1. Ordnung. Grundlage ist der Nachweis der
Stabilitdt der Differenzenapproximation im Sinne, dass

max |yl < K{Jyo| + [yh| + max |[(Lay")al} (10.2.24)
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fiir jede Gitterfunktion y" = (y")o<n<nyi1 mit einer h-unabhiingigen Konstante K. Fiir
die Fehlerfunktion e" :=y" — " gilt nun definitionsgemas

h h h
Lhe :fn—Lhun:—T nzl,...,N, 60:6N+1:0,

n n?

woraus mit der Stabilitdtsungleichung (10.2.24) direkt die Konvergenz des Verfahrens
sowie eine optimale a priori Fehlerabschétzung folgen:

max |e"| < K max |7 = O(h?). (10.2.25)
1<n<N 1<n<N

Der schwierige Teil der Analyse ist also wieder der Nachweis der Stabilitit. Diese konnte
z.B. durch Riickfithrung auf den allgemeinen Stabilitéitssatz fiir Systeme erster Ordnung
gewonnen werden. Wir werden aber hier einen anderen Weg beschreiten, der die speziellen
algebraischen Figenschaften der Diskretisierung ausnutzt und sich auch bei partiellen
Differentialgleichungen anwenden l&ft.

a) Der symmetrische Fall (¢ =0):
Wir wollen einige spezielle Eigenschaften der tridiagonalen Matrix A, = (aij)fyjzl ablei-
ten. Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass auf I gilt:

p>0, g=0, r>0. (10.2.26)

Dann ist Aj, offensichtlich symmetrisch und hat zusétzlich die Eigenschaften
- stark diagonal dominant: Es gilt

D ag| <laal, 1<i<N, Y agl < as),

i j#s
fiir mindestens ein s € {1,..., N},

- irreduzibel: Zu je zwei Indizes i,k € {1,...,n} gibt es eine Folge von Indizes i =
Ji,J2---, Jm =k, sodass aj,;, #0,...,a,. ., 7#0.

Diese Eigenschaften bedeuten, dass die Matrix A, dem sog. , schwachen Zeilensum-
menkriterium* geniigt (hinreichend fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens). Die Losbar-
keit des Gleichungssystems (10.2.22) wird dann durch folgenden Hilfssatz sichergestellt:

Hilfssatz 10.2 (Diagonal-dominante Matrizen): Fir eine stark diagonal-dominante,
irreduzible Matriz A € RN*N  gilt:

i) A ist requlir.
i) Im Falle A= AT und a; >0 (i=1,...,N) ist A positiv definit.

iii) Im Falle a; >0 und a;; <0 firi#j(i,7=1,...,N) ist A eine sog. M-Matriz,
d.h.: A7V >0 (elementweise).
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Beweis: Die Irreduzibilitit von A bedingt

N
> lay| >0, i=1,...,N,
j=1

und die Diagonaldominanz dann auch |a;| > 0,i=1,...,N. Wir zerlegen A geméf
ail 0 0 0 Q5
A= —+ +
anN. N CLZ'j 0 0 0
—D —'L —'R

und bilden die sog. Jacobi-Matriz J := —D7 (L + R).

Wir wollen zunéchst zeigen, dass spr(J) < 1 ist. Seien p € C irgendein Eigenwert
von J und w € CN¥~! ein zugehoriger Eigenvektor mit

[, = max fwi] := [|wlloo = 1.
Es gilt dann
pw; = az' Y azw;, 1<i <N, (10.2.27)
JF#i

Hieraus folgt zunéchst mit Hilfe der Diagonaldominanz

] = L] < Jar| ™D Jang| w]lee < 1.
i#r

Angenommen, es ist |u] = 1. Wegen der Irreduzibilitit existieren Indizes iq,. .., %y, SO
dass a;s #0,...,a., # 0. Durch sukzessive Anwendung von (10.2.27) folgt damit der
Widerspruch

|wy] = [pws| < Jag|™ Z |as| [ wlleo < [lw]|o

s
wia] = | < laigi | ™ { D7 Jaig 0o + fass| s} < e
2 ]
.7751175 750

lwlloe = | = lpwe] < larel ™3 Tarsl lolloe + [arin | i, |} < ]l
j;ﬁT,im 750

Also ist spr(J) < 1.
i) Wiire A irregulir, so gibe es ein w € RY mit w # 0 und Aw = 0. Aus der Identitit

0=Aw=Dw+ (L+ R)w = D(w — Jw)
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folgte dann, dass p =1 Eigenwert von J wire im Widerspruch zu spr(J) < 1.

ii) Seien A\ € C irgendein Eigenwert von A und w € C¥ ein zugehoriger Eigenvektor
mit |w,| = [|[w||e = 1. Dann gilt

N N
iy = 3 angy = gy + o
j=1 j#r
bzw.
N
|>\_arr| ‘wr| SZ‘CLM‘ |wj| S ‘a”“|'
~— X ~~
-1 J#r <1

Im Falle a,, > 0 folgt hieraus zundchst ReA > 0 und dann wegen der Regularitat von
A auch Re) > 0. Fiir symmetrisches A ist A € R und somit A > 0, d.h.: A ist positiv
definit.

iii) Im Falle a; >0 und a;; <0,i#j (¢,j=1,...,N) ist D >0 und L+ R <0, d.h.
J >0 (elementweise). Wegen spr(J) < 1 konvergiert die Reihe

0<y Jr=-J)"
k=0

Hieraus folgt schliefilich wegen
(I-N)'=(+D*'L+R)* =MD ' D+L+R)'=4"'D
und D > 0 notwendig A~! > 0. Q.E.D.

Stark diagonal dominante und irreduzible Matrizen haben besonders angenehme Ei-
genschaften. Zum einen besitzen sie stets Darstellungen A = LR als das Produkt von
Dreiecksmatrizen, welche sich mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens (ohne Pi-
votierung!) berechnen lassen, zum anderen konvergieren fiir sie die einfachen Iterationsver-
fahren wie z.B. das Jacobi-Verfahren, das Gauf}-Seidel-Verfahren oder das SOR-Verfahren.
Die zusétzliche Eigenschaft von Aj,, M-Matrix zu sein, erlaubt es schliellich, die ange-
strebte Stabilitdt der Differenzenapproximation zu zeigen.

Satz 10.3 (Stabilitit von Differenzenverfahren): Im Falle ¢ = 0,7 > 0 auf I ist
die Differenzenapproximation stabil, d.h.: Fir jede Gitterfunktion z" = (2")o<pn<ni1 gilt
die Stabilititsabschdtzung

h| « h h h
ax [z, < K [zo] + ey + max [Lnzy] o

mit einer h-unabhdngigen Konstante K. Ferner gilt die Konvergenzaussage

max |u(t,) — yZ| =0(h?*) (h—0).

tn€l
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Beweis: Wir betrachten der Ubersichtlichkeit halber nur den Spezialfall p = 1. Sei
(2n)o<n<n+1 eine beliebige Gitterfunktion. Die mit der linearen Funktion

(- )zl + (t—a)zh

gebildete Gitterfunktion z" = z" — (" hat dann homogene Randwerte z =z, = 0. Sei

My, = Lyz)
wi= s

Fiir die quadratische Funktionen w(t) := IM,(b —t)(t —a) > 0 gilt dann wegen der
Exaktheit der Differenzenapproximation fiir quadratische Polynome

(Lpyw™), = Lw(t,) = My, +ryw’ > M,, 1<n<N,

bzw. Apw" > M, komponentenweise mit w" := (w,)o<p<nyi1. Damit ist ebenfalls kom-
ponentenweise
Ap[EE" —w"], = £ALE" — Apw! < My, — M, = 0.

Wegen A;l > 0 ergibt sich dann +3" — w" <0 bzw.

1
max [2"| < max |w!| < Z(b—a)?’M,.
1<n<N 1<n<N 2

Mit der Definition von z" und M, folgt mit Ky = %(b— a)*:

1
2
max |2 < max. |lh|—|—K0 max [(Ly2"),|
1<n<N 1<n
< |2t h
< Jeb]+ <]+ Ky 12?ng [(Lnz")n] + Ko max |(Lnl")nl

und weiter wegen |Lyl"| = |Ll,| = |rul,| < maxicn<n |[ral{]20] + [2%]}

hl < h
1I<11La<>§v|z | K{|20|+|2N|+ max | (Ln2")n|}

mit K = K()(l + maxi<p<n |’f’n|) . QED

b) Der unsymmetrische Fall (¢ # 0):
Wir betrachten nun den Fall ¢ # 0. Die Systemmatrix A; erhélt dann die Gestalt

[ P2 + P32 + Ry —Pp3j2 + %hﬁh
1 1 2 1
Ap = 12 —Pn-1/2 = 5hGn  Pn-1/2 + Pug1j2 + Ty —Pnt1/2 + 5N,
i —PN-1/2 — %hQN PN-1/2 + Pnt1j2 + PPN
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Diese Matrix ist offensichtlich unsymmetrisch und nur unter der Bedingung

min{pn_1/2, Pn+1/2}
|Gn

diagonal dominant. In diesem Fall geniigt A;, auch der Vorzeichenbedingung und ist
damit eine M-Matrix. Die auf dieser Eigenschaft aufbauende obige Konvergenzanalyse
kann mit etwas mehr Aufwand hierfiir iibertragen werden, und wir erhalten wieder die
Losbarkeit der Differenzengleichungen sowie die Konvergenz des Verfahrens mit der Feh-
lerordnung O(h?). Der Fall |g,| > |p,| ist aber kritisch, da oft die Gitterweite h aus
Kapazitatsgriinden nicht geméf (10.2.28) klein genug gewahlt werden kann. Die in die-
sem Zusammenhang auftretenden Phéanomene wollen wir zunéchst anhand eines einfachen
Modellproblems diskutieren.

h <2 min { (10.2.28)

Beispiel 10.3: Wir setzen I =[0,1] sowie f =0, ¢g=1,r=0 und 0 <p =:e << L.
Die singuldr gestirte RWA

Leu(t) == —ed"(t) + /() =0, z€l, w(0) =1, u(1) =0,
hat die (eindeutige) Losung
plle _ ptle
Im betrachteten Fall € < 1 nennt man dies eine Grenzschichtlosung (s. Bild), denn fiir
t=1—06 und 6 > € ist

u(t) =

6l/e

elle — 1

(1—e) ~1, m?x\ue”\ ~e?.

u(l—=9)=

Fiir € = 0 ergibt sich die Grenzlosung u = 1, welche die Randbedingung bei ¢t = 1
nicht erfiillt.

I au (1)

€1

Abbildung 10.1: Losung des singuléir gestorten Problems fiir e = .1

Die Approximation dieses Problems mit dem obigen Differenzenverfahren zur (dqui-
distanten) Schrittweite h = 1/(N+1) ergibt

_(€+%h)yn—l+2€yn_(€_%h)yn—i-lzoa l<n<N, Yo=1, ynt1 =0.
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Die zugehorige Systemmatrix ist offensichtlich diagonal dominant und von nicht-negativen
Typ fiir A < 2¢. Diese Bedingung ist aber fiir sehr kleines ¢ < 1 in der Praxis nur schwer
erfiillbar.

Fiir die Losung dieser Differenzengleichungen machen wir wieder einen Ansatz der
Form y, = A". Die méglichen Werte fiir A sind gerade die Wurzeln AL der quadratischen
Gleichung

2¢ i 4+ ¢
A2 A — 2 =0.
+%h—e %h—e

Beriicksichtigung der Randbedingungen yp =1 und yy = 0 in dem Ansatz
Yn = 4 AL + A
ergibt fiir die Koeffizienten die Beziehungen ¢, +c_ = 1, c+)\f+1 +c AV =0 und
folglich
)\f +1 >‘]-i\-[ +1 )\]_V +1

C+ et 1 — = — .
N+1 N+1 N+1 N+1

L= ———r,
)\_11\_/4-1 _)\]_V-i-l

Die Losung hat also die Gestalt

AVFIAR — ANHIn

Yn = NV (10.2.29)
Im vorliegenden Fall sind die Wurzeln gegeben durch
—ei\/62 th+e)(ih—e¢) eFin e+ 1ih
)\+ 1 - )\+ - 1, )\_ -
’ sh—e €— —h €— —h

Fir e < %h ist A_ ~ —1. In diesem Fall wird also eine oszillierende Lsung erzeugt,

A — AN
Yn = _7]\;1,
1—\0F

welche qualitativ nicht den richtigen Losungsverlauf wiedergibt.

Zur Unterdriickung dieses Defekts gibt es verschiedene Strategien, die im folgenden
skizziert werden.

i) Upwind-Diskretisierung: Zunéchst kann der Term erster Ordnung «/(¢) in der Dif-
ferentialgleichung statt mit dem zentralen mit einem der einseitigen Differenzenquotienten

Afu(t)=h Hult+h) —u®)}, A, ult)=h""{ult)—ult-h)}

approximiert werden. Bei Wahl des rickwdrtigen Differenzenquotienten A, wird dem
physikalischen Vorgang eines Informationstransports in positive t-Richtung Rechnung ge-
tragen (vergl. die Form der Grenzlésung u°(t)). Dies fithrt auf die Differenzengleichungen

(—e+ h)yn_1+ (2 + h)y, — €yns1 = 0.
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Die zugehorige Matrix A, ist dann fiir beliebiges h > 0 wieder diagonal dominant und
geniigt der Vorzeichenbedingung, d.h.: Sie ist eine M-Matrix. Der Losungsansatz y, = A"
fithrt in diesem Fall auf die Gleichung

>\2_2e+h)\+e+h:07
€ €
mit den Wurzeln
2 h 2 h+h h
A 5;; i\/(25+h)2—45(5+h):%, >\+:€t A =1.
€

Die kritische Wurzel A, ist hier stets positiv, so dass in der diskreten Losung geméfl
(10.2.29),
B )\f'ﬁ‘l _ )\:L_
yn - )\f—i_l _ 1 )

keine ungewollten Oszillationen in der Niherungslosung entstehen. Diese spezielle Art der
einseitigen Diskretisierung des Terms u/(t) nennt man , Riickwértsdiskretisierung” oder
auch englisch ,,upwind discretization“. Da der verwendete einseitige Differenzenquotienten
aber nur die Approximationsordnung O(h) hat, ist auch das Gesamtverfahren nur von
erster Ordnung genau. Dies limitiert die Approximationsgenauigkeit in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, selbst wenn die Gitterweite in der Grenzschicht ausreichend fein
geméaf h ~ e gewahlt wird.

ii) Kiinstliche Diffusion: Unter Beibehaltung der zentralen Diskretisierung des Terms
u'(t) wird der Diffusionskoeffizient € auf einen grofieren Wert € := ¢ + 0h gesetzt. Dies
fithrt auf die Differenzengleichungen

—(€4+h/2)yn—1+2¢y, — (€ —h/2)yps1 =0, 1<n<N.
Fiir die zugehorige Losung erhélt man wieder durch einen Potenzansatz die Darstellung

y AT = é+h/2

ANHL 17 T e—h/2°

Offenbar ist in diesem Fall A\, > 0 fiir € +0h > h/2, d.h. fiir die Wahl ¢ > 1/2. Mit
diesem Ansatz erhélt man also ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile
Diskretisierung. Allerdings wird nun die Grenzschicht stark verschmiert auf das Intervall
[1 —¢,1] = [1 — h, 1], und die globale Approximationsgiite ist aufgrund der Stérung des
Differentialoperators ebenfalls lediglich O(h).

Beim allgemeinen Sturm-Liouville-Problem mit variablem ¢(t) muf das ,,Upwinding“
abhéngig vom Vorzeichen von ¢, angesetzt werden. Die einseitigen Differenzenquotienten
werden geméf der folgenden Schaltvorschrift angesetzt:

+1 A,

sgn(qn)z{ NN

Dies fithrt dann wieder auf eine fiir alle h > 0 diagonal dominante Matrix Ay, .
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Anhand des obigen einfachen Beispiels haben wir gesehen, dafl bei singulédr gestorten
Problemen die einfachen Dampfungsstrategien Rickwdrtsdiskretisierung oder kiinstliche
Diffusion zwar auf stabile Diskretisierungen fiihren, die Approximationsordnung aber auf
O(h) reduzieren. Die Frage nach einer sicheren Dampfungsstrategie htherer Ordnung zur
Diskretisierung von Transporttermen ist noch nicht vollstdndig gekldrt. Versuche in diese
Richtung bedienen sich z.B. einseitiger Differenzenquotienten hoherer Ordnung (beim Up-
winding) oder kiinstlicher Diffusionsterme der Form dh?u(™). Allerdings kann die starke
M-Matrixeigenschaft nur mit Diskretisierungen erster Ordnung erreicht werden. Einen
anderen Ansatz werden wir im néchsten Abschnitt im Zusammenhang mit Galerkin-
Verfahren fiir Sturm-Liouville-Probleme kennenlernen.

10.2.1 Konditionierung

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch die Konditionierung der Systemma-
trizen Aj in Abhéngigkeit von der Gitterweite h untersuchen. Dazu betrachten wir den
einfachen Modellfall p=1,¢=0,r=0, d.h.:

Die Eigenwerte und zugehorigen Figenvektoren dieser Matrix sind, wie man leicht nach-
rechnet:

1 ..
A\ = E{Q — 2cos(khm)}, w® = (s1n(zkh7r))N

=1’

k=1,...,N.
Also ist

A = 752 = 2cos((1 — h)m)} = % + o),

1 1
Amin = ﬁ{2 —2cos(hm)} = ﬁ{2 —2(1 = In°7*) + O(h*)} = o + O(h?),

und folglich
dpat (Ap) = Amax 4 O(1)
condyat(Ap) = TR + .
Die Konditionierung der Systemmatrix Aj; wird also mit kleiner werdender Gitterweite,
d.h. mit zunehmender Diskretisierungsgenauigkeit, wie O(h~2) schlechter. Dabei wird
der Exponent —2 offensichtlich durch die Ordnung des Differentialoperators L bestimmt

(und nicht etwa durch die Ordnung der Differenzenapproximation!).
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10.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1: Zur Losung der d-dimensionalen linearen RWA 1. Ordnung
u'(t) — A(t)u(t) = f(t), t€ [a,b], B,u(a) + Byu(b) = g,

kann die Polygonzugmethode verwendet werden (a) als direktes Differenzenschema, oder
(b) als AWAn-Loser im Zuge des Schiefiverfahrens. Beide Ansétze liefern Ndherungen der
Ordnung O(h) . Man vergleiche den jeweiligen numerischen Aufwand, d.h. die Anzahl der
Auswertungen von A(t) und f(¢), bei gleicher Gitterweite h, sowie den Aufwand zur
Losung der auftretenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 10.2: Man betrachte das Sturm-Liouville Problem
—u"(t) +1004'(t) =1, t€10,1], wu(0)=wu(l)=0,

a) Man approximiere die RWA auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N
unter Verwendung der zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung fiir die zweiten
und ersten Ableitungen. Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem? Unter welcher Be-
dingung an h ist die Systemmatrix (strikt) diagonal dominant?

b) Man verwende zur Approximation der ersten Ableitung anstelle des zentralen den
riickwértigen Differenzenquotienten erster Ordnung (,,upwinding). Unter welcher Bedin-
gung an h ist die zugehorige Systemmatrix diagonal dominant?

Aufgabe 10.3: Man betrachte das singuldr gestorte Strurm-Liouville-Problem
Leu(t) == —ed"(t) +4/(t) =0, t€][0,1], w(0)=1, u(l) =0,

mit einem € << 1. Ein zum ,upwinding* alternativer Ansatz zur Umgehung der Schritt-
weitenbedingung h < 2¢ ist die Verwendung , kiinstlicher Diffusion®, d.h. die Ersetzung
von € durch € := €+ %h unter Beibehaltung der Approximation des Ableitungsterms
u'(t) durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Dies fiihrt auf die Dif-
ferenzengleichung

—(+ 5h)yn-1+ 28y — (€ = h)ya1 =0, 1<n<N.

Mit Hilfe des Potenzansatzes aus der Vorlesung bestimme man deren Loésung und zeige,
dass diese wie beim ,upwinding“ keine oszillierende Komponente besitzt. Mit diesem
Ansatz erhélt man ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile Diskretisierung.
Allerdings ist deren Konvergenzordnung aufgrund der Storung des Differentialoperators
ebenfalls lediglich O(h).

Aufgabe 10.4: (Praktische Aufgabe) Der Physiker E.N. Lozenz hat 1963 das folgende
System von gewohnlichen Differentialgleichungen angegeben, um die Unmoglichkeit einer
Langzeitwettervorhersage zu illustrieren:

2 (t) = —ox(t) + oy(t),

y'(t) = ra(t) —y(t) — z(t)2(¢), (10.3.30)

2(t) = x(t)y(t) — bz(t),
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mit den Anfangswerten xzy = 1, yo = 0, 2o = 0. Tatséichlich hat er dieses System durch
mehrere stark vereinfachende Annahmen aus den Grundgleichungen der Strémungsme-
chanik, den sog. Navier-Stokes-Gleichungen, welche u.a. auch die Luftstromungen in der
Erdatmosphére beschreiben, abgeleitet. Fiir die Parameterwerte

oc=10, b=8/3, r=28

besitzt dieses sog. ,,Lorenz-System” eine eindeutige Losung, die aber extrem sensitiv ge-
geniiber Storungen der Anfangsdaten ist. Kleine Stérungen in diesen werden z.B. iiber das
verhéltnismiBig kurze Zeitintervall T = [0, 25] bereits mit einem Faktor a~ 10% verstéirkt.
Die zuverldssige numerische Losung dieses Problems fiir Zeiten ¢ > 25 erschien daher
seinerzeit praktisch unméglich und stellt auch heute noch ein hartes Problem dar.

Abbildung 10.2: Numerisch berechnete Losungstrajektorien fiir das Lorenz-System; links: kor-
rektes Ergebnis; rechts: falsches Ergebnis

Im Phasenbild sind zwei Approximationen der Losungstrajektorie iiber das Zeitintervall
I =[0,25] dargestellt, wie sie mit verschiedenen Verfahren berechnet worden sind. Das
linke Ergebnis ist das korrekte. Man erkennt zwei Zentren im R3, um welche der Losungs-
punkt (z(t),y(t), z(t)) mit fortlaufender Zeit kreist, wobei gelegentlich ein Wechsel von
dem einen Orbit in den anderen erfolgt. Die genaue numerische Erfassung dieser Um-
schliage ist duflerst schwierig.

Aufgabe: Man versuche mit Verfahren eigener Wahl, das Lorenz-Problem iiber ein mog-
lichst grofles Zeitintervall zu 16sen. Dabei kann mit konstanter Schrittweite gerechnet
werden. Zur Ergebnisauswertung kénnen neben dem Phasenbild im R? auch einfache
Diagramme der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Komponenten z(t),y(t) und z(t)
dienen. Man verwende zur Verldfilichkeitskontrolle auf jeden Fall mehr als ein Verfahren
und mehr als eine Schrittweite.
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11 Variationsmethoden

11.1 Allgemeines Ritz-Galerkin-Verfahren

Wir betrachten wieder das Sturm-Liouville-Problem

Lu(t) := =[pu]'(t) + q(t)u'(t) + r(O)u(t) = f(t), tel=la,b],
u(a) = o, u(b) =0,

mit Dirichlet-Randbedingungen unter den Voraussetzungen p € C*(I), p(t) > p > 0 und
q,r, feC),r(t)>0.

Die sog. , Variationsmethoden“ zur Losung der RWA (11.1.1) basieren auf entspre-
chenden variationellen Formulierungen. Zu deren Herleitung ist es praktisch, das Problem
zunéchst in ein dquivalentes mit homogenen Randdaten zu transformiert. Dazu verwenden
wir die lineare Funktion

(11.1.1)

() = (b—t)ozbj:it—a)ﬁ‘

Ist dann u(t) die Losung von (11.1.1), so 16st v(t) := u(t) — I(t) die RWA

Lo(t) = f(t) = [plT(t) + gV (1) + r(0)I(t), tel,
v(a) =v(b) =0.

(11.1.2)

O.B.d.A. kénnen wir uns also auf den Fall homogener Randbedingungen u(a) = u(b) =0
beschrénken. Die rechte Seite wird dabei weiter mit f(t) bezeichnet.

Zur Gewinnung einer ,variationellen“ Formulierung der RWA (11.1.2) multiplizieren
wir die Differentialgleichung mit einer beliebigen (stetigen) ,, Testfunktion® ¢ und inte-
grieren iiber das Intervall I:

/l Lu(t)p(t) dt = /I F(t)p(t) dt . (11.1.3)

Fiir differenzierbare Testfunktionen ¢, welche den Randbedingungen ¢(a) = ¢(b) = 0
geniigen, konnen wir im ersten Term von Lu partiell integrieren und erhalten

/I{p(t)U'(t)sa’(t) +a(O)u'()e(t) +r(t)ult)p(t)} dt = /If(t)w(t) dt. (11.1.4)

Diese Formulierung ist wohl definiert fiir Ansatzfunktionen u und Testfunktionen ¢,
welche stiickweise stetig differenzierbar sind auf dem Intervall I. Dabei nennen wir eine
Funktion v € C(I) stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine endliche Unterteilung
a=1ty<..<t;<..<tyy1 =0b gibt,sodass u auf jedem der Teilintervalle (¢;_i,t;) ste-
tig differenzierbar ist und ebenso auf [t;_1,t;] fortgesetzt werden kann. Derartige Funktio-
nen, welche zusétzlich noch den homogenen Dirichlet-Randbedingungen geniigen, bilden
den Funktionenraum

Cy(I) := {v e O(I)|v stiickweise stetig differenzierbar, v(a) = v(b) = 0}.

229
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Mit Hilfe eines ,,Dirac-Folgenarguments* kann man zeigen (hier nicht ausgefiihrt), dass fiir
eine Funktion u € C}(I) aus der Giiltigkeit von (11.1.4) notwendig folgt, dass sie Losung
der Randwertaufgabe (11.1.1) ist, d.h.: Die beiden Problemformulierungen (11.1.1) und
(11.1.4) sind also dquivalent.

Auf dem Raum V := C} (1) sind das L?(I)-Skalarprodukt, die zugehorige L?(I)-Norm

(u,v) := /Iu(t)v(t) dt, v = (v,v)"?

sowie die sog. , Energieform“ und das ,, Lastfunktional®
a(u,v) := /I{p(t)u/(t)v/(t) + q(t)u' (t)v(t) + T(t)u(t)v(t)} dt,
l(u) = /If(t)u(t) dt.

definiert. (Diese Notation ist der strukturmechanischen Anwendung des Sturm-Liouville-
Problems entlehnt.) Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich die Variationsgleichung (11.1.4)
in der kompakten Form

weV: alu,p)=Ip) VYpeV. (11.1.5)

Wir betrachten nun zunéchst den Sonderfall, dass ¢ = 0. Dann ist der Differential-
operator L auf dem Raum V N C?(I) bzgl. des L?(I)-Skalarprodukts symmetrisch und
positiv definit, und die Losung w(t) von (11.1.1) kann als Minimum des sog. , Energie-
funktionals“ charakterisiert werden:

1
E(v) = ia(v,v) —I(v).
Dies ist die Grundlage des klassischen , Ritzschen Projektionsverfahrens“. Die Bilinear-
form a(-,-) ist symmetrisch und aufgrund der Poincaréschen Ungleichung

o]l < (b= a)[|v'[], (11.1.6)

positiv definit; folglich definiert sie auf dem Raum V' ein Skalarprodukt. Die Vervollstéandi-
gung des so entstehenden , prahilbertschen“ Raumes ist gerade der sog. ,,Sobolew-Raum*
H}(I) der auf I absolutstetigen Funktionen mit (im Lebesgueschen Sinne) quadratin-
tegrablen ersten Ableitungen und Randwerten v(a) = v(b) = 0. Dies ist in gewissem
Sinne der grofite Funktionenraum, auf dem sich das Energie-Funktional E(-) noch defi-
nieren laBt. Fiir unsere Zwecke geniigt es jedoch, E(-) auf dem Raum V' von (stiickweise)
klassisch differenzierbaren Funktionen zu betrachten.

Satz 11.1 (Variationsprinzip): Im Fall ¢ = 0 gilt fir die eindeutige Losung u €
V NC*(I) der RWA (11.1.1) die Minimalititsbeziehung

BE(u) < E(w) VYoeV\{u}. (11.1.7)

Umgekehrt gilt fir jedes @ € V' mit der Eigenschaft (11.1.7) notwendig @ = u .
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Beweis: (i) Sei u € V N C?*(I) Losung von (11.1.1). Durch partielle Integration folgt

b
(Lu, ) = a(u, p) — pu'e|, = a(u, @),

fir v €V, d.h.:

a(u, ) = (f,p) VpeV. (11.1.8)

Damit folgt weiter mit beliebigem v € V':

B(0) = B(w) = yo(o,0) — (£,0) = 3a(u,u) + (£,

1 1 1
= ia(v,v) —a(u,v) + ia(u,u) = 5&(2} —u,v—u).

Fir w=u—wv gilt a(w,w) > 0, und im Falle a(w,w) =0 folgt notwendig w = 0. Also
ist wie behauptet E(v) > E(u) fur v # u.

(i) Gilt umgekehrt (11.1.7) fiir ein v € V', so folgt notwendig

d
d_{;‘E(U + ep) L:O =0 VepeV.

Auswertung dieser Beziehung ergibt

a(v,p) =(f.p) VpeV.

Also ist speziell a(v—u,v—u) = 0, woraus nach dem oben Gesagten v = u folgt. Q.E.D.

Die Extremaleigenschaft (11.1.7) der Losung u der RWA (11.1.1) suggeriert die fol-
gende Approximationsmethode (sog. ,,Ritz-Verfahren®).

Verfahren von Ritz: Man wihle geeignete endlich dimensionale Teilrdume Vj, C V' und
minimiere das Energie-Funktional E(-) iiber V},:

up € Vi : E(uh) < E(Uh) Yo, € V.

Die Funktion u;, € Vj, wird dann als Approximation zur Losung « von (11.1.1) betrachtet.
Das Minimum w;, € V), ist charakterisiert durch

d
d_&?E(Uh + EgOh)L:O =0 Yo € Vi,

woraus man die Gleichung

a(un, pn) = (fyon)  Yon € Vi (11.1.9)

erhélt. Dies ist offensichtlich gerade das diskrete Analogon der , Variationsgleichung*
(11.1.8).
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Sei nun {gpﬁf), i=1,...,N=N(h)} eine Basis von V}, . Setzt man dann den Ansatz

N
Up = Zyz@s)
i=1

in die Beziehung (11.1.9) und 148t ¢; alle Basisfunktionen cph durchlaufen, so ergibt
sich ein lineares Gleichungssystem

Zyl gOh,QOh (ngh )7 jzlv"'vNu

bzw.
Ay = 1" (11.1.10)
fiir den Koeffizientenvektor 3" = (yy,...,yx)7 mit

Ah - (aij)zj'?fj:b Q5 1= a(SOEL])a ()051))7

bh = (bj)jyzl, bj = (f7 (ph )

Die Matrix Aj; ist symmetrisch, positiv definit und folglich reguldr. Die Symmetrie
von Aj folgt direkt aus der Symmetrie der Bilinearform af(:,-). Einem Vektor y =
(Y1, .. .,yn) € RY sei die Funktion vy, = Zf\il yiapg) € Vj, zugeordnet. Nach Konstruktion
gilt dann

N N

y Ay =" ale) o )yiy; = a(Zym Z yies ) a(vh, vp) > 0

ij=1 = =1
fiir y #0, d.h.: A, ist positiv definit.

Wir untersuchen nun die Frage nach der Konvergenz der Ndaherungslosungen u;, — u
fiir eine Folge von Ansatzraumen V,, C V' mit dim Vj, = N(h) — oo. Durch Kombination
der Variationsgleichungen (11.1.5) fiir w und (11.1.9) fiir u,, ergibt sich die sog. ,, Galerkin-
Orthogonalitat® fiir den Fehler e = u — uy, :

ale,on) =0, ¢n € Vy. (11.1.11)

Die geometrische Interpretation dieser Beziehung ist, dass der Fehler e bzgl. des Skalar-
produkts a(-,-) orthogonal auf dem Teilraum V,, C V' steht, bzw. dass u;, die orthogonale
Projektion von u auf V}, ist. Dies rechtfertigt die haufig gebrauchte Bezeichnung , Pro-
jektionsmethode* fiir das Ritz-Verfahren.

Als einfache Konsequenz der Orthogonalititsbeziehung (11.1.11) haben wir den fol-
genden Hilfssatz.

Hilfssatz 11.1 (Bestapproximationseigenschaft): Fir den Fehler e = u — u;, beim
Ritz-Verfahren gilt

a(e,e) = min a(u — vy, u — vy). (11.1.12)
v EVR
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Beweis: Mit beliebigem v, € V, gilt
ale,e) = ale,u —vp) + ale, vy, — uy,)
(S ———
=0
< ale,e)"? a(u — vy, u —vy)"?,

da a(-,-) Skalarprodukt auf V' ist. Nimmt man auf der rechten Seite nun das Infimum
(tdtsdchlich das Minimum) {iber v, € V},, so ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Mit (11.1.12) ist die Frage nach der Konvergenz w, — u zuriickgefiihrt auf das
Problem der Approximierbarkeit von Funktionen u € V N C?*(I) durch Elemente der
Ansatzraume Vj, . Bei Beriicksichtigung der Annahmen iiber p und r ergibt sich aus
(11.1.12) die Fehlerabschitzung

lefll < K min [ (u =)'l (11.1.13)

mit K2 = p~1(1 + (b — a)?) max;{p + r}. Dies ist ein einfach zu handhabendes Konver-
genzkriterium. Dariiber hinaus erhdlt man mit Hilfe der Identitat

t
v(t) :/ V(s)ds, tel,
fir v € V aus (11.1.13) die punktweise Abschéitzung
max |e(t)] < Kvb— a min [[(u —v)|| . (11.1.14)
tel v €EVY

Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, dass die Abschitzung (11.1.14) in dieser Form
nur in einer Raumdimension gilt, wihrend die integrale Abschétzung (11.1.13) natiirliche
Analoga bei partiellen Differentialgleichungen besitzt.

Wenn der ,, Transportterm“ gu’ im Sturm-Liouville-Operator Lu présent ist, stellt
die Energieform a(-,-) kein Skalarprodukt dar, und die Losung der Randwertaufgabe
(11.1.1) 148t sich nicht mehr als Minimum eines Energiefunktionals charakterisieren. In
diesem Fall basiert das ,,Galerkin-Verfahren® zur Approximation von (11.1.1) direkt auf
der Variationsgleichung (11.1.5):

up € Vj, - a(uh,goh) = l(goh) Yop € V. (11115)

Unter der Bedingung p+ (b—a)? min;{r — 3¢’} > 0, welche in diesem Fall die eindeutige
Losbarkeit von (11.1.1) sichert, ist offensichtlich auch das endlich dimensionale Problem
(11.1.15) eindeutig losbar, d.h. ist die zugehorige Systemmatrix A; regulér. Dies folgt
aus der sog. ,, Koerzivitatsrelation

a(v,v) > A|lV|?, veV, 4>0, (11.1.16)

welche man wieder mit Hilfe der Poincarésche Ungleichung gewinnt. Ferner ist die Ener-
gieform a(-,-) beschrankt auf V:

la(v,w)| < alv|| |w']], v,weV. (11.1.17)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitit erschlieft man dann auch in diesem Fall fiir das
Galerkin-Verfahren die allgemeine Konvergenzabschéatzung

€]l < ¢ min [|[(u— @)l (11.1.18)
Pr€Vh
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11.2 Methode der finiten Elemente

Fiir die praktische Realisierung der Ritzschen (bzw. der Galerkinschen Methode) wiire es
sicher am giinstigsten, wenn man Orthogonalbasen von V}, bzgl. des Energieskalarprodukts
verwenden wiirde, denn dann reduziert sich die Matrix A; zu einer Diagonalmatrix. Dies
148t sich aber meist nicht verwirklichen, so dass man darauf angewiesen ist, mit Basen
{gogf)} von Vj zu arbeiten, die nur fast orthogonal sind. Solche Basen lassen sich leicht
konstruieren, wenn der Raum V}, aus stiickweise polynomialen Funktionen besteht. Dieser
Spezialfall der Ritz-Methode ist unter dem Namen Methode der finiten Elemente bekannt.

11.2.1 ,Lineare“ finite Elemente

Sei a =ty < ... < t; < ... < tyy1 = b wieder eine Unterteilung des Intervalls [ mit
Teilintervallen I; = [t;—1,t;] der Lénge h,, = t; —t;—1, und h = maxj<;<ny h,. Bzgl.
dieser Unterteilung wird der folgende Finite-Elemente-Ansatzraum definiert:

S\ = {on e C(I): vnr, € Pi(L) i =1,.,N +1, vy(a) = v, (b) = 0}.

Offensichtlich ist S }(11) C V ein endlich dimensionaler Teilraum. Eine Basis von S }(Ll) erhalt
man durch die Vorschrift

o €S o () =0y, Gj=1,...,N.

Wegen ihrer stiickweisen Linearitédt und Stetigkeit sind die Funktionen gpg) dadurch ein-
deutig bestimmt. Das System {gogf), i=1,...,N} ist in der Tat eine Basis (,,Lagrange-
Basis®), denn aus der Beziehung

N
0= 0w} (t;) =0, ij=1...,N,
i=1

fiir irgendwelche Zahlen «; folgt notwendig «; = 0. Andererseits besitzt jede Funktion
vy € S,(ll) eine Darstellung

N

on(t) = D wnlti)e (1), tel,

i=1
was man durch Einsetzen von ¢ =t; sieht.
Diese Basis von S}(ll) wird (lokale) ,, Knotenbasis“ genannt. Sie ist fast orthogonal, da

jedes @S) nur auf einer Umgebung I; U I;.; des Gitterpunktes ¢; von Null verschieden

ist (siche Abbildung). Fiir die zugehorigen Matrixelemente gilt daher
alg) o) =0, li-jl>2,

d.h.: Die Matrix A;, des Systems (11.1.10) ist tridiagonal.
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Ti—1 T; Tit1

Abbildung 11.1: Lagrange-Basisfunktion linearer finiter Elemente

Die von Null verschiedenen Elemente von A; und die Elemente des Vektors b;, haben
fir ¢ =0, r =0 folgende Gestalt:

%:awﬂﬁbz/ﬂdem%w=wﬁhw&+mﬁ/p@ﬁ

I I; Iitq
7+1 7 1+1 7 _
wﬂzawfhﬁbzfmwﬁ”w@Wwwz—m;/pwﬁ

I Iiy
Qi1 = a(gogf_l),gogf)) =...= —h;2/p(t) dt
I.

b= A = [ sweliar

Wenn das Gitter {to,...tx11} &Aquidistant ist, d.h. h = h;, i = 1,..., N, so erhilt man
durch Auswertung dieser Integrale etwa mit der Mittelpunktsregel die Beziehungen

Qi = h_l(pi—1/2 + piv1j2) TO(R), a1 = _h_lpizl:l/2 +O(h), bi=hfi+0O(h).

Es ergibt sich also (bis auf Terme hoherer Ordnung in h) dasselbe Gleichungssystem wie
bei der Diskretisierung von (11.1.1) mit Hilfe zentraler Differenzen. Zwischen dem Ritz-
Verfahren und dem Differenzenverfahren besteht also ein enger Zusammenhang.

Zur Abschitzung des Diskretisierungsfehlers sei fiir v € C(I) durch
Lw(t) == v(t;), i=0,....N+1,

die stiickweise lineare ,,Knoteninterpolierende® I,v € S,(Ll) erklart. Fiir ein Teilintervall
I' C I schreiben wir im folgenden | - ||; fiir die L*-Norm sowie || - |loe;s fiir die Maxi-
mumnorm iiber I’. Im Spezialfall I’ = I wird der Index I weiterhin weggelassen.

Hilfssatz 11.2 (Interpolationsabschiitzungen): Fiir die Knoteninterpolierende Inu €
S,(ll) von w €V NC%(I) gilt auf jedem Teilintervall I; :

lu = T, + hill(u — T, < B2 [l (11.2.19)

[ = Ipullocs, < %h2||u”||00;1¢ : (11.2.20)
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Beweis: In jedem Intervall I; gibt es sicher einen Punkt £ mit (u — Iyu)'(§) = 0 (s.
Bild).

Abbildung 11.2: Lineare Approximation

Mit Hilfe der Identitét
(u — o) (1) = /5 i Tyu)'(s) ds — /f " (s) ds
erhélt man durch Anwendung der Holderschen Ungleichung
=Dy OF <h [ )P ds,
und dann durch Integration iiber t € I; |

/1~ |(u — L) (t)*dt < h? /1 lu"(s)|* ds .

Zum Beweis von (11.2.20) betrachten wir die Funktion v :=u — g € C?(I;) (s. Bild) mit
v(€) =1/ (€) = 0. Taylor-Entwicklung um ¢ ergibt dann fir ¢ € [;:

o(t) = 26— 0" () = 5(t — " (n)
mit einem Zwischenpunkt 7, € I; . Hieraus folgt
o= T, < oo, < 520 o,
Der Beweis der entsprechenden LZ—Fehlerabschéitzun_g (11.2.19) folgt demselben Muster
aber mit einer Modifikation. Diese zu finden, sei als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Hilfssatz 11.3 (A priori Regularititsabschitzungen): Die Lisung u € V N C?*(I)
der RWA (11.1.1) geniigt den folgenden a-priori Abschitzungen

k)| <

o [ <l 7], (11221
R <

s [ < e[l (11.22)

mit von w und f unabhdngigen Konstanten c.
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Beweis: Aus der Variationsgleichung fiir w,
a(u,0) = (f,p) VeeV,
erhélt man fir ¢ = u die Abschétzung
plu'll* < au,u) = (fou) < [|f] flull-
Hieraus folgt dann mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung
lull < (@—a)|u'[| <p~H(b—a)?|f]

Die Identitét )
o' =={f+pu —ru}
p

fiihrt damit auf die gewiinschte Abschitzung (11.2.21). Der Beweis von (11.2.22) sei als
Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitung kénnen wir den folgenden Konvergenzsatz fiir die Methode
der finiten Elemente formulieren:

Satz 11.2 (A priori Fehlerabschéitzungen): Fir den Fehler e = u — uy, beim Ritz-
Verfahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen gelten die Energieabschdtzung

']l < chIf]], (11.2.23)
und die verbesserte L*-Abschitzung

lell < eh?[I£]), (11.2.24)

mit von u, f und h unabhdngigen Konstanten c.

Beweis: Die Abschitzung (11.2.23) folgt direkt durch Kombination von (11.1.13) mit
(11.2.19) und (11.2.21). Zum Beweis von (11.2.24) verwenden wir ein Argument, wel-
ches in der Literatur als ,, Aubin-Nitsche-Trick“ oder allgemeiner als ,,Dualitdtsargument*
bezeichnet wird. Der Fehler e wird dabei als rechte Seite eines sog. ,duales Problems*

Lov(t)=e(t), tel, v(a)=wv(b) =0, (11.2.25)

genommen. Dessen eindeutige Losung v € V N C?(I) geniigt dann nach Hilfssatz 11.3 der
A-priori-Abschétzung

[0"]] < clle]], (11.2.26)

mit einer von u und A unabhingigen Konstante c¢. Damit folgt dann mit Hilfe der
Galerkin-Orthogonalitéit

lell?* = (e, Lv) = a(e,v) = a(e,v — Iv)

< clle'|l I(v = Inv)'l|
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Anwendung von (11.2.19), (11.2.21) und (11.2.26) ergibt also
lell < chle']]

Hieraus folgt dann mit der schon gezeigten Energienorm-Fehlerabschéitzung (11.2.23) die
verbesserte L?-Abschiitzung (11.2.24). Q.E.D.

Die Energienorm-Fehlerabschétzung (11.2.23) impliziert zusammen mit der Sobolew-
schen Ungleichung (11.1.14) die punktweise Fehlerabschéitzung

lelloe < chllf]].

Mit etwas mehr als dem bisher betriebenen Aufwand I8t auch das folgende punktweise
Analogon zu der L*-Fehlerabschitzung (11.2.24) zeigen:

lelloo < ¢h? || flloo- (11.2.27)

Damit erweist sich das Ritz-Verfahren mit stiickweise linearen finiten Elementen asym-
ptotisch als genauso gut wie das im vorigen Abschnitt behandelte Differenzenverfahren.

11.2.2 Finite Elemente hoherer Ordnung
i) ,,Quadratische® finite Elemente: Der Ansatzraum ist nun
S = {w, € C(D)| vpy, € Po(Ly), i=1,..., N+1, vp(a) = va(b) =0}
Offenbar ist dim S}(f) = 2N + 1, und die natiirliche Knotenbasis ist bestimmt durch
o e S W) =6y, =31, NN+1.

Mit analogen Argumenten wie oben fiir den stiickweise linearen Ansatz erhélt man nun
die a priori L?-Fehlerabschitzungen

lell + Rlle'll < ek max{|| £, | £}
sowie die Maximumnorm-Abschétzung

lefloe < ek max{]| flloo, | f'lloc} - (11.2.28)
ii) ,, Kubische“ finite Elemente (Splines): Der Ansatzraum ist nun
S = {w, € CYI)| vpy, € Po(L;), i =1,..., N+ 1, vs(a) = vp(b) = 0}.

Offenbar ist dim S,(L?’) = 2N + 2, und die natiirliche Knotenbasis ist bestimmt durch

i 3 i
on €5 1 @i ()
h

5o @) =0, i=1,..,N,j=0,.,N+1,
PP e s Wy =0,

() =6, k=0, N+1,
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d.h.: jeder Gitterpunkt ¢; ist doppelter Knoten. Mit analogen Argumenten wie fiir den
stiickweise linearen Ansatz erhilt man nun die a-priori L2-Fehlerabschiitzung

Jell + hllell < Bt maus 15

sowie die Maximum-Abschitzung

<ch! ®) | oo - 2.
lell < e mas £ (11.2.29)
Wir bemerken, dass man auch einen gréferen Ansatzraum von kubischen finiten Elemen-
ten S,(l?’) C C(I) auf der Basis der Lagrange-Interpolation definieren kann. Dazu wird
jedes Polynomstiick auf einem Intervall I; durch Vorgabe der Funktionswerte in den
Endpunkten ¢;,_;, ¢; sowie in zwei (beliebigen) weiteren Punkten ¢; o3, t;_1/3 festgelegt.

Der so definierte Ansatzraum hat die Dimension dim 5’,&3> = 3N + 2 und ist eine echte
Obermenge des Raumes S}(Lg) .

Das Beispiel der kubischen Splines zeigt, dass sich durch Hinzunahme von Ableitungs-
knoten, d.h. durch Erzwingen von hoherer Regularitiat von S, , die Konvergenzordnung
des Ritzschen Verfahrens erhchen lé8t, ohne gleichzeitig die Anzahl der Freiheitsgrade
wesentlich zu vergréflern. Dies wirkt sich natiirlich nur dann aus, wenn die Losung w
der RWA (11.1.1) auch entsprechende Regularitét besitzt. Diese Beobachtung 148t sich zu
folgender Regel zusammenfassen: Ist die zu approximierende Losung von (11.1.1) glatt, so
sind in der Methode der finiten Elemente die Polynomansdtze hoher Ordnung und Regula-
ritdt auf grobem Gitter giinstiger als solche niedriger Ordnung und Regularitit auf feinem
Gitter.

11.2.3 Der transport-dominante Fall

Wir betrachten jetzt wieder das allgemeine Sturm-Liouville-Problem mit nicht verschwin-
dendem Transportterm, d.h. ¢ # 0. Insbesondere sind wir wieder an folgendem singulér
gestorten Modellfall interessiert:

Lu:=—e"+uv +u=f, tel=]|01], (11.2.30)

fir ¢ < 1, mit den {iblichen Randbedingungen u(0) = 0, u(l) = 0. Im Modellfall
f = 1 ist die Grenzlosung fiir ¢ = 0 gerade u°(t) = e, so dass die Randbedin-
gung u(1) = 0 bei ¢ = 1 wieder ein Grenzschichtverhalten erzwingt. Fiir Gitterweiten
h > e weist dann die normale Finite-Elemente-Losung analog wie die entsprechenden
Finite-Differenzen-Losung ein unphysikalisches, oszillatorisches Verhalten auf. Zur Unter-
driickung dieser Oszillationen kann beim Finite-Elemente-Verfahren mit einer verfeinerten
Variante der Methode der kiinstlichen Diffusion gearbeitet werden, der sog. Stromlini-
endiffusion. Zu diesem Zweck erginzen wir die normale variationelle Formulierung des
Problems um transport-orientierte Dampfungsterme wie folgt:

e(u', ) + (W' +u,p+0¢) = (f, o+ d¢), weV, (11.2.31)



240 Variationsmethoden

mit einer Parameterfunktion §, die noch geeignet an die Gitterweite h gekoppelt wird.
Die resultierende Bilinearform

as(u,v) == e(u',v") + (v + u,v + 5v')

ist dann bzgl. der modifizierten Energie-Norm

1/2
lolls = (ello/I1> + 1642/} + olf?)

koerzitiv geméf
as(v,v) > |v||3, veV. (11.2.32)

Zum Nachweis dieser Beziehung nutzt man die Identitét

(v, 0) = 5((0?), 1) =0,

Es sei betont, dass der Parameter § = §(¢) im allg. eine Funktion von t ist (stiickweise
konstant auf der Zerlegung 0 = ¢y < ... < ty41 = 1) und folglich innerhalb der Norm
6*/20'||; stehen muB. Analog verwenden wir im folgenden auch das Symbol h = h(t)
fir eine stiickweise konstante Gitterweitenfunktion mit Ay, = h, (n = 1,m..., N + 1).
Das zugehorige Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren (mit linearen Ansatzfunktionen) lau-
tet nun

up € S}(Ll) : a(;(uh, (ph) = l(;((ph) \V/QDh € S}(Ll), (11.2.33)

mit dem modifizierten Lastfunktional [s(v) := (f, v+6v"). Durch Kombination der Variati-
onsgleichungen fiir v und u;, erhalten wir die folgende gestérte Orthogonalitidtsbeziehung
fiir den Fehler e = u — uy:

as(e, o) = (u' +u— f,0p),) = e(u”, 6¢}) - (11.2.34)
Fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung mit Stromliniendiffusionsstabilisierung hat man

dann das folgende Resultat:

Satz 11.3 (Konvergenzsatz fiir SDFEM): Es sei € < hy,p, , und der Stabilisierungs-
parameter in der Stromliniendiffusion sei auf jedem Teilinterval I, wie o, = h, gewdhlt.
Dann gilt fir den Fehler e = u — uy, bzgl. der modifizierten Energienorm die a priori
Abschitzung

lells < cl|n*?u")], (11.2.35)

mit einer von h (und §) unabhingigen Konstante c.

Beweis: Mit Hilfe der Koerzitivitatsbeziehung (11.2.32) und der Orthogonalitétsrelation
(11.2.34) erhalten wir mit beliebigem ¢}, € S,(ll):

lel|? < as(e,u — @p) + e(u”, d(on — up)') . (11.2.36)



11.2 Methode der finiten Elemente 241

Der erste Term rechts wird weiter abgeschétzt durch
|as(e,u —n)| < €l(¢, (u—@n) )+ (e + e,u— on +6(u—¢n))]
< elle' [ [(w = n)'ll + {lle"ll + llell} 1w — enll
+ {11872/ + 16" %]l } [16Y2(w — n)']| -

Fiir die Wahl ¢;, = Iu folgt mit Hilfe der lokalen Interpolationsabschétzungen (11.2.19)
bei Beachtung von d = h <1 und € < hpn:

las(e,u — Lyu)| < celle'|| [l + e {[152€'|| + [lell} [167*/2A%" |
+c{[10Y2e/|| + [lell} 110" hu"|

1
< Jllell§ + e [n* "]

Fiir den zweiten Term rechts in (11.2.36) folgt fiir ¢}, = Iu mit analogen Argumenten

el (", 6(Inu — up)")| < el 62" {16"2(Inu — w)'[| + [|8/%€/||}
1
< Jllell§ + e [n* "2

Kombination der bisher gezeigten Abschétzungen ergibt das gewiinschte Resultat. Q.E.D.

Die Fehlerabschitzung (11.2.35) besagt insbesondere, dass im Fall einer glatten Losung
u (ohne Grenzschicht), oder wenn die Gitterweite in der Grenzschicht hinreichend klein
gewihlt wird, das Verfahren bzgl. der L?-Norm mit der Ordnung |le|| = O(h*?) kon-
vergiert. Damit ist das einfachste Finite-Elemente-Verfahren mit Stromliniendiffusion im
transport-dominanten Fall von hoherer Ordnung als das durch Upwinding stabilisierte
Differenzenverfahren. Allerdings mufl bemerkt werden, dass die zugehorige Systemmatrix
A? zwar definit ist, aber keine M-Matrix-Eigenschaft hat; insbesondere liegt in der Regel
keine Diagonaldominanz vor.

11.2.4 A posteriori Fehleranalyse

Zum AbschluB8 wollen wir noch kurz die a posteriori Fehleranalyse bei FE-Diskretisierungen
diskutieren. Wir beschrinken uns dabei auf den linearen Ansatz S ,(Ll) und auf Fehlerkon-
trolle in der Energie- und der L?-Norm. Die Herleitung von a posteriori Fehlerabschitzun-
gen bedient sich wieder eines Dualitédtsarguments und der Galerkin-Orthogonalitét.

Sei J(-) irgend ein lineares Funktional, welches auf dem Raum V' definiert ist und
z € V die zugehorige Losung des dualen Problems

a(p,z) = J(p) VoeV. (11.2.37)
Fiir ¢ = e gilt mit einem beliebigen zj € S}(Ll) :

ale,z) = ale,z — zp) = (f, 2 — zn) — alup, 2 — z1) ,
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und nach partieller Integration
N

ale,2) =Y { / (f = Lun)(t)(z — 21) (1) dt — pun(z — 21)

i=1 L

t;
ti—1 -

Bei Wahl von z, = Iz verschwinden die Randterme und es folgt

N
la(e, 2)| <Y (f = Lun, z — L),

i=1

a 2k 2 1/2 = —2k 2 1/2
< (3onS - pwli3) (R e - Bel)
i=1 =1

fiir irgend ein k£ € N. Mit Hilfe der Interpolationsabschétzung
Iz = Inzllr, < G|l =™,

erhalten wir dann
N

1/2
|a<€7 Z)‘ < Cz(Z hz2ka i Luh”i) ’ (11.2.38)

k J—
125112 p

mit einer Interpolationskonstante C;. Zur Herleitung einer a posteriori Fehlerabschétzung
in der Energienorm wéhlen wir nun

J(p) = ale,e) ™ alp,e).
Die Losung des dualen Problems (11.2.37) ist dann offensichtlich gerade der normierte
Fehler selbst, d.h.: z = a(e,e)™"/%¢, und es gilt

12l < Csalz, 2)? = C;.
Die Ungleichung (11.2.38) ergibt damit bei der Wahl k =1:

N 1/2
ale, )2 < C@(Z n2||f — Luh||i_) . (11.2.39)
=1

Zur Gewinnung einer a posteriori Fehlerabschitzung in der L?-Norm setzen wir

J() = llell7 (i, e).
Die Losung z des dualen Problems (11.2.37) ist dann in C?(I) und geniigt der a priori
Abschétzung
12"]lr < Cs,
mit einer Stabilititskonstante Cs. Die Ungleichung (11.2.38) ergibt damit mit der Wahl
k =2 die gewiinschte L?-Abschiitzung:

N 1/2
lellr < (O nHIS = Lunl?) (11.2.40)
i=1

Auf der Basis dieser a posteriori Fehlerabschiatzungen lassen sich nun wieder Strategien
zur adaptiven Steuerung des Diskretisierungsgitters und Fehlerkontrolle angeben. Dies
erfolgt in Anlehnung an die Vorgehensweise beim Galerkin-Verfahren fiir AWAn und sei
als Ubung gestellt.
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11.3 Ubungsaufgaben (zur Priifungsvorbereitung)

Aufgabe 11.1: Man gebe moglichst kurze Antworten auf die folgenden Fragen:

1.

Was ist der wesentliche Unterschied in den Aussagen der Existenzséitze von Peano
und Picard-Lindel6f?

. Wie lautet die Losung der AWA /(t) = u(t)?, t >0, u(0) =17

. Was besagt der ,,Fortsetzungssatz* fiir lokale Losungen von AWAn?

4. Sind Losungen linearer AWAn mit stetigen Koeffizienten eindeutig?

N9

10.

11.

12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Was ist der Abschneidefehler einer Einschrittmethode?
Wann nennt man eine AWA /(t) = f(t,u(t)), t >0, u(0) = ugp, ,steif*?
Unter welchen Bedingungen konvergiert eine lineare Mehrschrittmethode?

Was ist das Stabilitdtspolynom einer linearen Mehrschrittmethode?

. Welche Ordnungen haben die Mittelpunktsregel und die Trapezregel?

Warum sind die Mittelpunkts- und die Simpson-Methode unbrauchbar als eigenstén-
dige Losungsmethoden?

Warum verwendet man zur Integration nicht-steifer AWAn mit Hilfe der Extrapo-
lation als Basisformel die Mittelpunktsregel?

Was bedeutet , Extrapolation zur Schrittweite h = 0“7

Warum sollte beim Extrapolationsverfahren die Schrittweitenfolge h; = h/i (i € N)
nicht verwendet werden?

Was bedeutet fiir eine Differenzenformel ,, A-stabil® bzw. , A(«)-stabil“?

Was ist der Vorteil der Mehrfachschief3- gegeniiber der EinfachschieBmethode?
Woran sieht man, ob eine DAE den Index eins hat?

Was ist die ,, Fundamentalmatrix* einer linearen RWA?

Was ist ein ,reguldres” Sturm-Liouville-Problem?

Was sind ,,Dirichletsche Randbedingungen“ beim Sturm-Liouville-Problem?

Wie sieht die ,, Trapezregel“ zur Diskretisierung einer linearen RWA 1. Ordnung aus?

Aufgabe 11.2: Eine der leistungsfahigsten Methoden zur Loésung von AWAn basiert
auf dem Prinzip der Extrapolation zum Limes. Man skizziere die Vorgehensweise des
Graggschen Extrapolationsverfahrens fiir eine nicht-steife AWA.
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Aufgabe 11.3: Eins der Hauptprobleme bei der Realisierung von Losungsverfahren fiir
AWAn ist die geeignete Wahl der Schrittweiten h,, . Man skizziere die Vorgehensweise zur
adaptiven Schrittweitenwahl bei expliziten Einschrittverfahren

Yn = Yn—1 + hnF(hm tna yn—l)

basierend auf dem Abschneidefehler.

Aufgabe 11.4: Man skizziere die Vorgehensweise beim einfachen Schiefiverfahren zur
Losung einer linearen RWA

u'(t) = A(t)u(t) + f(t), t€la,b], Byu(a)+ Byu(b) =g.
Aufgabe 11.5: Man betrachte die Trapezregel zur Diskretisierung der RWA 2. Ordnung
—u"(t)+d'(t) =1, tel0,1], wu(0)=u(l)=0,

auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N. Wie lautet das zugehorige
Gleichungssystem? Ist die RWA iiberhaupt eindeutig losbar?



12 Ausblick auf partielle Differentialgleichungen

12.1 Transportgleichung (hyperbolisches Problem)

Instationdre Transportvorgéange fithren auf lineare partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung der Form

o+ cOu = 0. (12.1.1)

Dabei ist u = u(z,t) im einfachsten Fall eine skalare Funktion von Ort und Zeit, welche
z.B. die Fortpflanzung einer Stérung (Welle) entlang der z-Achse mit Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ¢ beschreibt. Ein Anwendungsbeispiel ist etwa die Beschreibung von
Wellenbewegungen auf der Wasseroberfliache. Die partiellen Ableitungen nach z sowie ¢
werden im folgenden abgekiirzt als Oyu := Ju/0t, O,u := Ou/Ox geschrieben. Analoge
Bezeichnungen werden auch fiir hohere Ableitungen verwendet. Die allgemeine Losung
dieser Transportgleichung hat die Form

u(z, t) = p(z — ct)

mit einer Funktion ¢(-), welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangsverteilung u’(z) =
() beschreibt. In konkreten Anwendungen treten Modelle dieser Art in der Regel als
nichtlineare (skalare) , Erhaltungsgleichungen*,

O+ D, f(u) =0, (12.1.2)
mit konvexen Funktionen f(-) (z.B.: f(u) = ju?), sowie als Systeme der Gestalt
Ou —co,v =0, v —coyu=0,

auf. Kombination dieser Gleichungen erster Ordnung fiithrt auf eine skalare Gleichung
zweiter Ordnung,

Ol — PPy =0, (12.1.3)

der sog. ,, Wellengleichung* fiir eine Funktion ¢ = ¢(x,t) mit u = dyp, v = 9,1 . Dies
ist der Prototyp einer sog. ,hyperbolischen“ Differentialgleichung. Bei einem (linearen)
Transportproblem ist die Losung offenbar durch Vorgabe von Anfangswerten zum Zeit-
punkt ¢ = 0 eindeutig festgelegt. Diese Werte werden entlang der sog. ,,Charakteristiken*
in der (x,t)-Ebene, {(z,t)| x — ct = konst.}, fortgepflanzt.

Wir unterscheiden die folgenden beiden Problemstellungen:
i) Anfangswertaufgabe (sog. ,,Cauchy-Problem®):

u(z,0) =u’(z), —oo < x < o0;
ii) Anfangs-Randwertaufgabe:

w(z,0) =u’(z), 0 <z <oo, u(0,t)=u(t),0<t<o0.

245
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12.1.1 Differenzenverfahren

Wir iiberdecken die (x,t)-Ebene mit einem dquidistanten Punktgitter mit den Gitterwei-
ten h in x-Richtung und k in ¢-Richtung. In den Gitterpunkten mit den Koordinaten
Zp = nh und t,, := mk werden Naherungen U ~ u" := u(x,,t,,) als Losungen von
Differenzengleichungen gesucht.

Zur Diskretisierung des reinen Anfangswertproblems kommen nur ezplizite Differen-
zenformeln in Frage.

i) Differenzenapprozimation erster Ordnung:

1
SU = U 4+ (U = U =0, (12.1.4)
mit Anfangswerten UY := u°(x,). Der Abschneidefehler dieses Differenzenschemas hat
fiir eine glatte Losung (genauer: u € C?(R™)) die Ordnung
m 1 m m—1 € om-1 m—1
Zur Untersuchung der Stabilitdt dieses Schemas schreiben wir es in der Form
k
U= (1—co) U +coUm™, o= e
Genau unter der Bedingung 1 — co > 0 gilt dann
max [U™| < max |U™ | < ... <max|U, (12.1.5)

d.h. ist das Verfahren stabil in der Maximumnorm. Die Bedingung fiir Stabilitdt lautet
ausgeschrieben

k<c'h (12.1.6)

und wird , Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung” oder auch kurz , CFL-Bedingung® ge-
nannt. Sie ist typisch fiir explizite Differenzenverfahren speziell bei Transportproblemen
bzw. allgemein bei hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen. Die CFL-Bedingung
bedeutet, dass der Informationsflul im Differenzenschema, d.h. die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit von Storungen auf dem Rechengitter, nicht schneller sein darf als die im kontinu-
ierlichen Problem.

Mit Hilfe der Stabilitdtsaussage (12.1.5) 1afit sich nun wieder das schon bekannte Ar-
gumentationsschema ,, Konsistenz + Stabilitit = Konvergenz“ realisieren. Die Fehler-
funktion e :=u;" — U™ geniigt der Differenzengleichung

-1 -1
eyt = (1 —co)ey™ +coep | + k1"

Unter Annahme des Erfiilltseins der CFL-Bedingung folgt dann durch Rekursion iiber
w=m,..1:

m
max |e”"| < max |e?| + kZ |TH].
n n

pn=1
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Aus dieser Beziehung entnehmen wir die folgende a priori Fehlerabschétzung fiir das obige
einfache Differenzenverfahren:

max |e)'| < c(u)t,{h+k}, (12.1.7)

mit einer Konstante c(u) &~ maxgz{|0?u|+|0?u|}. Man beachte das lineare Anwachsen der
Fehlerkonstante mit der Zeit, was eine charakteristische (und unvermeidbare) Eigenschaft
von Diskretisierungen von reinen Transportgleichungen ist.

it) Laz-Wendroff-Schema: Das bisher betrachtete Differenzenschema ist nur von erster
Ordnung genau und damit praktisch uninteressant. Eine Verbesserung erhélt man durch
Umformungen im Abschneidefehler,

n

1

L =) = (@ + SRR + O),

und nachfolgender Ausnutzung der Beziehungen dyu = —cd,u und 0?u = c*d?u,
1

(u™ — u™ 1) = ¢(Opu)™ + 51{:62(82@”” + O(K?) .

Die Ortsableitungen werden nun durch zentrale Differenzenquotienten zweiter Ordnung
diskretisiert:

1 c - kc?

W) = %(u;n—l—l —upq) + 2—m(unm+1 —2u +up ) + O(h? + K2).
Diese Umformung setzt voraus, dass die Losung beschrinkte dritte Ableitungen in Ort
und Zeit besitzt. Das so abgeleitete Differenzenschema (sog. ,, Lax-Wendroff-Schema*)

1 ¢ kc?

U = U = (U = Uily) = 55 (Ui = 207 + UiLy) = 0 (12.1.8)

hat dann konstruktionsgeméf einen Abschneidefehler der Ordnung

T = O(h* + K?).

n

Umschreiben von (12.1.8) ergibt

Ul =(1-c o) Ur — %ca(l — co)US + %ca(l + co) U™,
wieder mit der Abkiirzung o := k/h. Die Stabilitdt dieses Verfahrens 148t sich leider
nicht mehr mit einem so einfachen Argument wie eben erschlieffen. Stattdessen bedient
man sich einer Technik der Fourier-Analyse, die auf J. von Neumann zuriickgeht. Diese
liefert dann Stabilitéit im L2-Sinne. Die Losung der Differenzengleichung erlaubt zu jedem
Zeitpunkt t,, auf dem #quidistanten Ortsgitter {z,|n = 0,+1,4+2,...} eine diskrete
Fourier-Entwicklung der Form

+o0
m __ ayt wx
U, —g A etrimein
v=0
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mit Koeffizienten a, € C, welche iiber die Differenzengleichung (12.1.8) bestimmt sind.
Die Koeffizienten A, € C sind gerade die Fourier-Koeffizienten der Anfangswerte

+oo
0 __ WIn
U, = E A e
v=0

fiir die angenommen wird, dass

+oo

ORI =) JA? < oo

v=0

Hier steht allgemein U;* = (U)), fir den (unendlichen) Vektor der Gitterwerte zum
Zeitpunkt t,,. Da die Differenzengleichung linear ist, werden durch sie die einzelnen
Summanden dieser Entwicklung separat von einem Zeitpunkt zum néchsten fortgepflanzt
(r:=co),

eautmeilfwn — (1 _ rz)eaut7rz—1eiywn _ %,r.(l _ ,r,)eautmfleiljmn+l _I_ %,r.(l + ,r.)eautmfleil’wnfl ,
bzw. nach Kiirzen von e%!m-1givan

wy =P = (1—7r?) — %r(l — )t 4 %7‘(1 +r)e”h

2 2

Unter Beachtung der Beziehungen cos 2z = cos?z — sin?z und sin®z + cos?z = 1 folgt

w, = (1 _ 702) + %r2(eiuh + 6—iuh) _ %T(eiuh _ 6—iuh)
—_——— —_——

2cosvh 2isinvh

= {1—2r*sin*(vh)} — i{rsin(vh)}.
Also ist

lwy|? =1 — 4r? sin2(%1/h) + 4rt sinA‘(%uh) + r?sin®(vh)
1 1
2

=1 — 4r?sin®($vh) + 4r* sin*(2vh) + 4r*{sin’(vh) — sin*(vh)}
=1—4r*(1 —r?)sin*(3vh).

Fiir r = co <1, d.h. unter der CFL-Bedingung, gilt also |w,| < 1 und damit

+o0 +o0
TR < D APl 2 = U R < < DAL = 10311 -
v=0

v=0

Das Lax-Wendroff-Schema ist dann also L2-stabil. Mit Hilfe einer Erweiterung dieses
Arguments kann man damit noch das asymptotische Konvergenzverhalten O(h? + k?)
bzgl. der diskreten L?-Norm zeigen.

i11) Leap-Frog-Schema: Das folgende Differenzenschema

m m— C m— m—
ﬁ(Un - Un 2) + %(Un—l—ll - Un—ll) =0 (1219)
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wird aus geometrischen Griinden ,,Leap-Frog-Schema“ genannt. Es hat ebenfalls die Kon-
sistenzordnung O(h? + k?) . Ausgehend von der Darstellung

m m—2 m—1 m—1
U =U""—coU]' ;" +coU]"

erhélt man mit dem Fourier-Ansatz die Beziehung

eautmeiljfﬂn — eautm72€iljmn _ Co-eautmfl eil’anJrl _'_ Co-eautmfl eiymnfl

bzw. mit den Abkiirzungen von eben:

wy = w, b =™ — e = w71 — 2irsin(vh).

v

Es ergibt sich die quadratische Gleichung w? + 2ir sin(vh)w, — 1 = 0 mit den Wurzeln

w, = —irsin(vh) + \/1 — r2sin®(vh) .
Unter der CFL-Bedingung r < 1 gilt dann wieder |w,| <1.

Zur Diskretisierung des Anfangs-Randwertproblems kénnen auch implizite Differen-
zenformeln verwendet werden, um sich von der ldstigen CFL-Bedingung an die Schritt-
weiten zu befreien.

i) Differenzenapprozimation erster Ordnung:

1
E(U,T—U,T—l)Jr%(Ug"b— m )=, (12.1.10)

mit Anfangswerten U? := u’(x,), U = u'(t,,). Der Abschneidefehler dieses Differen-
zenschemas ist wieder von erster Ordnung in h und &,

= O(h+k).

Bei Verwendung der Randbedingungen U = u'(t,,) lassen sich alle Werte U™ aus der
Differenzenformel sukzessiv (d.h. explizit) berechnen. Zur Untersuchung der Stabilitét
schreiben wir das Schema wieder in der Form

(14 co)U™ = coU™ , + U™,

Sei M := sup,,~q|U°|. Unter der Annahme |[Uf| < M fir 0 <v<n-—-1,0<pu<m
sowie fir 0 < v <n, 0 < pu <m—1 ist dann auch |U™| < M, und durch Induktion
nach n folgt

sup |U77] < maxc{sup U9, sup U]}

n>0 n>0 m>0
d.h. die Stabilitit des Schemas ohne jede Schrittweitenrestriktion (,,unbedingte Stabi-
litit*).

it) Wendroff-Schema: Ein implizites Differenzenschema zweiter Ordnung ist das sog.
, Wendroff-Schema*

1—co
Um:Um—l
n n—1 1+CO’

(um=t—um,). (12.1.11)

Auch dieses Verfahren ist unbedingt stabil.
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12.1.2 Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

Die bisher betrachteten Differenzenapproximationen von Transportproblemen haben den
Nachteil, dass sie nur auf sog. ,, Tensorprodukt-Gittern“ der (x,t)-Ebene definiert sind und
somit eine dynamische Anpassung an lokale Losungsstrukturen (z.B. wandernde Fronten)
nur schwer moglich ist. Weiter gibt es fiir diese Verfahren keinen fundierten Ansatz zur a
posteriori Fehlerschétzung und adaptiven Gittersteuerung. Diese Nachteile kénnen durch
Galerkin-Verfahren im Orts-Zeit-Raum mit Finite-Elemente-Ansatzfunktionen behoben
werden. Dabei erhoht sich aber i. Allg. durch die globalere Kopplung der Unbekann-
ten gegeniiber den einfachen, expliziten Differenzenverfahren der rechnerische Aufwand.
Wir beschreiben im folgenden, wie die Idee des ,unstetigen Galerkin-Verfahrens“ (hier
speziell dG(0)-Verfahren) zur Losung von Anfangswertaufgaben gewohnlicher Differenti-
algleichungen auf Transportprobleme in héheren Dimensionen iibertragen werden kann.

Wir schreiben die Transportgleichung (12.1.1) in etwas allgemeinerer Notation als
(stationére) Transportgleichung in der (z7, x2)-Ebene

b-Vu(z) =0, z:=(z,29)" €0Q, (12.1.12)

auf einem Quadrat Q := {z € R* 0 < z; < 1(i = 1,2)}, mit einem (festen) Richtungs-
vektor b = (by,b)T und dem Gradientenvektor V = (9,9;)" . Die Transportgleichung
(12.1.1) paBt in diesen Rahmen mit b = (1, ). Die Randbedingungen sind dann gestellt
als sog. ,,Einstromrandbedingungen*

u=g auf 0Q_:={zr€dQ|b n(x) <0}, (12.1.13)

mit einer gegebenen Randbelegungsfunktion g(x) und dem nach auflen gerichteten Nor-
maleneinheitsvektor n = (ni,n2)7 entlang des Randes 9Q von Q. Der andere Teil des
Randes 0Q4 := 0Q \ 0Q_ wird sinngemif als , Ausstromrand® bezeichnet.

Ausgangspunkt der Galerkin-Diskretisierung der Transportgleichung (12.1.12) ist wie-
der eine variationelle Formulierung. Zunéchst wird das Losungsgebiet () zerlegt in Drei-
ecke (Zellen) K, wobei zwei Dreiecke dieser Triangulierung 7}, jeweils nur eine ganze
Seite oder einen Eckpunkt gemeinsam haben (d.h.: Die Triangulierung muf} nicht struk-
turiert sein, aber sog. ,hdngende Knoten“ sind hier nicht erlaubt). Die Gitterweite wird
beschrieben durch die Parameter hy := diam(K) sowie h := maxy hg . Fiir jede Zelle
K definieren wir ihren Ein- sowie Ausstromrand durch

OK_:={x € 0K|b-n(x) <0}, 0K, :=0K)\0K_.

Bzgl. der Triangulierungen 7}, fiihren wir Finite-Elemente-Ansatzraume bestehend aus
stiickweise konstanten Funktionen ein:

S,(lo) ={vp: Q = Rlupx € B(K), K €Tj}.

Die Funktionen in S, ,(LO) sind i.allg. unstetig iiber die Zellkanten. Fiir einen Punkt x € 0K
fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

v (z) = sl_i)rilov(:c —sb), v(z):= sl_i)rilov(x +sb), [v]:=v" -0
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Die diskreten Probleme lauten dann
up € S}(LO) : B(uh, (ph) =0 \V/QDh € S}(LO) , (12.1.14)
mit der (affin)-bilinearen Form
B(v,w)::Z{/b-vadx—/ n-b[v]w+d8}.
rer, UK OK_

Man beachte, dass hier die Einstromrandbedingung so in das Verfahren eingebaut ist,
dass implizit v, = ¢g auf OQ_ realisiert wird. Die exakte Losung erfiillt offensichtlich
ebenfalls die Galerkin-Gleichung (12.1.14), so wir fiir den Fehler e = u — u;, wieder die
Orthogonalitiatsbeziehung haben:

Ble,on) =0, ¢, S, (12.1.15)
Die Galerkin-Diskretisierung ist stabil bzgl. der natiirlichen ,,Energienorm®
1 2 1 _2 5\ V2
lol = (3> [ In-bllelPds+5 [ neblfoPds) "
KeT, Y K- 9Q+

Dariiberhinaus gilt fiir jede (z.B. bzgl. T}, ) stiickweise differenzierbare Funktion v :
Blow) = ol =3 [ bl ds.
0Q

was man leicht durch zellweise partielle Integration erschlieft. Da fiir den betrachteten
Sonderfall stiickweise konstanter Ansatzfunktionen auf jeder Zelle b - Vv, = wiv0 ist,
reduziert sich (12.1.14) auf eine Beziehung fiir die Zellwerte Uy := Up|K

-1
Uk = (/ n-bds) / n-bu, ds, KeT. (12.1.16)
oK — oK

Dieses lokal gekoppelte System von Gleichungen kann wieder (wie beim impliziten Diffe-
renzenverfahren) ausgehend vom Einstromrand sukzessiv aufgelost werden. Diese Galerkin-
Diskretisierung stellt eine Verallgemeinerung des einfachen Upwind-Differenzenverfahrens
(1.0rdnung) auf kartesischen Tensorproduktgittern fiir allgemeine, unstrukturierte Trian-
gulierungen dar. Hierfiir gilt die folgende Konvergenzresultat:

Satz 12.1 (DG-Verfahren): Besitzt die Losung des Transportproblems (12.1.12) qua-
dratintegrable erste Ableitungen, so gilt fir die unstetige Galerkin-Methode (12.1.14) die
a priori Fehlerabschditzung

llu — uplly < c(u) /2, (12.1.17)

mit einer Konstante

1/2
o) ~ |Vaullg = (/Q Vul? dz)
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Beweis: Zu der Losung u definieren wir eine zellweise Interpolierende u; € S}(LO) durch
die Setzung @y = |K|™" [ udz . Fiir diese gilt die wohl bekannte Fehlerabschitzung

1/2
|lu — || x + (/{jK b-n |(u—ﬂh)+|2d8> < ¢ hg||Vu| k. (12.1.18)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitét (12.1.15) und unter Beachtung von w, = g auf
0@ _ erschliefen wir fiir den Fehler e :=u — uy,

lell; = Ble,e) = Ble,u — @) .
Da auf jeder Zelle b- Vuy, = uiv0, folgt mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung
lell; < 11+ Vullgllu — nllq + A+ B,

wobel

A;:<234K|UnWP®Ym,E%:<231;|bnmu—wﬁﬁﬁym.

KeTy, KeT),

Unter Beachtung von A < |le||, und der Interpolationsabschéitzung (12.1.18) ergibt sich
hieraus die Behauptung. Q.E.D.

12.2 Wirmeleitungsgleichung (parabolisches Problem)

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
O — ad*u =0 (12.2.19)

fir Funktionen uw = wu(z,t) mit Argumenten x € [ := [0,1],¢ > 0. Diese Gleichung
beschreibt z.B. die Ausbreitung von Temperatur in einem wirmeleitenden Draht (da-
her auch der Name , Warmeleitungsgleichung“). Hierbei handelt es sich i. allg. um ein
Anfangs-Randwertproblem, d.h.: Es werden Anfangsbedingungen und Randbedingungen
gestellt:

u(z,0) =u’(z), v €I, u(0,t)=u(l,t)=0,t>0.

Die Anfangswerte stammen z.B. von einer vorgegebenen Temperaturverteilung im Draht,
etwa ein plotzlicher Temperaturimpuls zum Zeitpunkt ¢ = 0, wihrend die Dirichletschen
Randwerte der Vorgabe eines (unendlich grofien) Warmereservoirs entsprechen, an das
die Enden des Drahtes angeschlossen sind. Realitdtsndhere Randbedingungen sind die
der perfekten Wirmeisolation, welche durch die Beziehungen 9,u(0,t) = 0,u(1,t) = 0
(sog. ,Neumannsche Randbedingungen®) beschrieben sind. Der Einfachheit halber bleiben
wir im folgenden aber bei den Dirichletschen Randbedingungen. Die Warmeleitungsglei-
chung gehort zur Gruppe der ,,parabolischen® Differentialgleichungen. Bei diesen treten im
Gegensatz zu den hyperbolischen Gleichungen (z.B. der oben betrachteten Transportglei-
chung oder der Wellengleichung) als charakteristische Richtungen nur die Parallelen zur
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x-Achse auf, d.h.: Storungen breiten sich mit unendlich grofiler Geschwindigkeit ¢ = co
im Ort aus.

Wir wollen kurz die Existenz von Losungen der Wirmeleitungsgleichung und ihre
Eindeutigkeit diskutieren. Zum Nachweis der Existenz von Losungen wenden wir die sog.
»Methode der Variablenseparation“ an. Fiir den Separationsansatz u(x,t) = v(x)y(t)
folgt durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung:

Y'(tv(x) = ap(t)v(r) = v _ v“(:c) = uivkonst.

v(t) ()

fiir alle Argumente (x,t) € Q. Die Separationsfaktoren v(z) und v (t) sind also notwen-
dig Losungen der eindimensionalen Eigenwertprobleme

av“(x) + w(z)=0,zel, ')+t =0,t>0,

unter den Nebenbedingungen v(0) = v(1) = 0 bzw. ¥(0) = 1 mit Parametern A € R.
Die Eigenwertaufgabe fiir v besitzt die Losungen

~1/2
vi(r) = a;sin(jrz), N =aj*n®, a; = (/sinz(jﬂx) dSC) , JeN.
I

—)\t

Die zugehorigen Losungen fiir ¢(t) sind ;(t) = . Die Anfangsfunktion besitzt die

(verallgemeinerte) Fourier-Entwicklung

e e}

w(z) =Y uvj(z), uf= /I u®(x)v;(z) da .

J=0

Durch Superposition der Einzellosungen fiir j € N,

erhalten wir folglich eine Losung der Warmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen geniigt. (Zum Nachweis iiberpriife man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nach x sowie ¢ abgeleiteten Einzellosungen.) dass
diese Losung die einzige ist, belegt das folgene Argument: Fiir eine reguldre Losung u
multiplizieren wir in (12.2.19) mit w, integrieren iiber I und danach partiell im Ort:

0—/8tuudx—a/82uudx—§£/|u|2dx+a/\8 ul® d .

Integration iiber die Zeit liefert

/|u|2dx§/|u0|2dz, t>0.
I I

Hieraus ersehen wir erstens, dass zwei Losungen der Warmeleitungsgleichung zu denselben
Anfangswerten notwendig fiir alle Zeiten iibereinstimmen, und zweitens, dass die somit
(eindeutige) Losung stetig bzgl. der L?-Norm von den Anfangswerten abhiingt.
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12.2.1 Diskretisierungsverfahren

Bei der Diskretisierung von instationéren, insbesondere parabolischen Problemen gibt es
drei grundsatzliche Vorgehensweisen, die im folgenden nacheinander diskutiert werden.

i) Linienmethode: Die Differentialgleichung wird zunéchst im Ort und erst danach bzgl.
der Zeit diskretisiert. Sei 0 = 29 < ... < x, < ... < x4 = 1 wieder ein (zunéchst als
dquidistant angenommenes) Punktgitter auf dem Ortsbereich [ = [0, 1] mit Gitterweite
h = (N + 1)7% Auf diesem Gitter werden Niherungen U,(t) ~ u(z,,t) definiert durch
Diskretisierung des Ortsoperators in (12.2.19) mit Hilfe des zentralen Differenzenquotien-
ten 2. Ordnung,

adu(an, t) ~ %{Un_l(t) — QU (t) + Upsr (£)} -

Die Vektorfunktion Uy (t) = (U, (t))Y_, geniigt dann dem System gewohnlicher Differen-

tialgleichungen
a

h?
wobei bei Beriicksichtigung der Randbedingungen Uy = uivUy,1 = 0 gesetzt ist. Die
Anfangswerte sind naturgem#f U,(0) = u°(x,). In kompakter Schreibweise lautet dies

Un(t) —Una(t) +2Un(t) = Una (1)} = 0,

Upn+ AyUn(t) =0, t >0, Up(0) =0, (12.2.20)

mit der (N x N)-Matrix

Ap=—

| 0 I =2 ]
Diese Matrix hat die (positiven rellen) Eigenwerte und der zugehorigen Eigenvektoren
An = 2ah™%(1 — cos(nmh)), w™ = (sin(jmrh));y:1 :

Fiir den kleinsten und grofiten Eigenwert gilt

Amin = 2ah™2(1 — cos(mh)) = ah™3(7*h* + O(h*)) = an® + O(h?),
Mgz = 2ah™2(1 — cos(m(1 — h)) = 2ah™%(1 + cos(mh)) = dah™2 + O(1).

Die Spektralkondition von A; héngt also wie folgt von der Gitterweite ab:
cond g Ay, =41 2h72 > 1.

Das nach Ortsdiskretisierung entstandene System (12.2.20) wird fiir kleines h zunehmend
steif mit Steifigkeitsrate k = O(h™2).
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Bei der weiteren zeitlichen Diskretisierung werden explizite Schemata starken Schritt-
weitenbeschrankungen unterliegen. Beim expliziten Euler-Schema (Polygonzugmethode)
wire aus Stabilitdtsgriinden die Schrittweitenbedingung

—Amazk € 1-2,00 = k< ih2
2a

einzuhalten. Offensichtlich ist diese Bedingung viel restriktiver als die CFL-Bedingung
k < ¢ 'h bei der expliziten Zeitdiskretisierung der Transportgleichung (12.1.1). Der for-
male Vorteil der expliziten Verfahren, dass in den einzelnen Zeitschritten keine impliziten
Gleichungssysteme zu 16sen sind, wird besonders in hoheren Raumdimensionen durch die
grofle Zahl von durchzufithrenden Zeitschritten (besonders bei Verwendung lokal verfei-
nerter Ortsgitter) mehr als aufgehoben. Da die Eigenwerte der Systemmatrix A, alle reell
sind, kdime zur stabilen Integration des Systems (12.2.20) jede der in Kapitel 5.3 betrachte-
ten A(0)-stabilen Formeln in Frage. Dabei mufl aber der hohe numerische Aufwand bei der
Durchfiihrung komplizierter impliziter Verfahren hoher Ordnung beriicksichtigt werden.
Auf der anderen Seite hat das einfache implizite Gegenstiick zum expliziten Euler-Schema,

(I+kA)UP =0 m>1, Ul=u’.

nur die Ordnung O(k), so dass die Zeitgenauigkeit i.allg. nicht gut gegen die Ortsgenau-
igkeit O(h?) balanciert ist. Fiir Wirmeleitungsprobleme ist das Euler-Schema meist zu
ungenau und zu stark dimpfend (Man beachte die extreme Struktur des Stabilitiatsgebiets
dieser Formel.). In der Praxis wird daher zur zeitlichen Diskretisierung solcher Probleme
meist die A-stabile Trapezregel verwendet, welche in kompakter Form geschrieben lautet:

(I + kAU = (I — kAU, m>1, Ul =u. (12.2.21)

Dieses Schema findet man in der Literatur unter dem Namen ,,Crank-Nicolson-Verfahren®.
Nach Konstruktion sollte die Konsistenzordnung des resultierenden Gesamtverfahrens
O(h? + k?) sein, so dass Orts- und Zeitgenauigkeit formal balanciert sind. Zur Konver-
genzanalyse fiihren wir mit der Standardnotation v := u(x,,t,,) wieder den zugehorigen
Abschneidefehler ein,

=k —ul ) = ah TP (ul ) = 2 ) — dah TP (u T = 2w )
Durch Taylor-Entwicklung erhélt man fiir die einzelnen Bestandteile des Abschneidefehlers
die Darstellungen

t’!?L

E M um™ —um ) = k7! Oyu(z,t)dt,
tm—1
Lah ™ (ul = 2ul + ) = 2adiu(zn, ty) + ah’Ou(n, tm) -,

und damit

tm
T = k_l/ Oyu(x,,t) dt — %{@u(zn, tm) + Ou(Tp, tm1)} — 1—12ah20§u(§n, M) -
tm—1
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Auf jeder der Zellen Q7 := [z,,_1,%p11] X [tm_1, tm] gilt folglich

I < Lk %%LX |0} u| + Lah? %%L |02l .

Zur Abschitzung des (globalen) Diskretisierungsfehlers fiihren wir fiir Gitterfunktionen
(v,)N_, diskrete Analoga des L2-Skalarprodukts und der zugehorigen L2-Norm ein:

N
(0,0 = h > vwn, [loll= (v,0)}/*

n=1

Satz 12.2 (Crank-Nicolson-Verfahren): Das beschriebene Crank-Nicolson-Verfahren
hat fiir hinreichend glatte Losung u den globalen Diskretiserungsfehler

|u™ — UMn < e(u) tn{h® + K2}, m>1, (12.2.22)

mit einer Konstante c(u) ~ maxg{|02u| + a|0tul} .

Beweis: Wir setzen e™ := u™ — U™ und entsprechend e™ := (e™)N_, sowie 7™ :=

(rm)N_, . Mit dieser Notation gilt dann
K™ — ™) 4 S AL (e + e =77
Multiplikation dieser Identitit mit €™ + ¢™ ! und Summation iiber m ergibt
EH{lle™ I = lle™ I} + 5(An(e™ +em 1) e+ e )y = (77, €M + e
Der kleinste Eigenwert von Aj, verhilt sich wie A\; = an? 4+ O(h?). Damit erschlieflen wir
E=le™ 5 = le™ Rt + galle™ + e HIE < ghalle™ +e™ i + 3A0 177117

bzw.
le™ 17 < lle™ i + AT kI 17 -

Wir summieren nun iiber g =m,...,1 und erhalten
le™ 17 < Nellf + 520 k>[I (17
pn=1
Mit € = 0 und der obigen Abschitzung fiir den Abschneidefehler folgt schlieSlich die

Behauptung. Q.E.D.

Die iiblichen Einschrittformeln fiir das autonome System (12.2.20) (mit t-unabhéngiger
Matrix Aj, ) lassen sich in kompakter Form schreiben,

U = R(—kA,)U T,

mit rationalen Funktionen
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Z.B. gehoren zu den expliziten und impliziten Euler-Verfahren die Funktionen R(z) =1—
z bzw. R(z) = (14 z)~'. Das Crank-Nicolson-Verfahren wird beschrieben durch R(z) =
(1—22)(1+42)'. Fiir die Brauchbarkeit dieser Verfahren fiir steife Anfangswertaufgaben
sind die folgenden Eigenschaften wichtig:

(1) A-stabil: |R(2)| <1, Rez<0,
(2) stark A-stabil: |R(z)| <1, Rez— —o0,
(3) steif-stabil: |R(z)| — 0, Rez— —o0.

Das von uns favorisierte Crank-Nicolson-Verfahren ist in diesem Sinne zwar A-stabil aber
nicht stark A-stabil. Dies hat nachteilige Konsequenzen im Fall von irreguldren Anfangs-
werten u’ (z.B.: lokalen Temperaturspitzen). Die durch diese Anfangsdaten induzierten
hochfrequenten Fehleranteile werden durch das Crank-Nicolson-Schema nur unzureichend
ausgedampft, so dass sich ein unphysikalisches Losungsverhalten zeigen kann. Man be-
achte, dass der kontinuierliche Differentialoperator stark didmpfend ist:

/\u(:c,t)ﬁda: < e_)‘t/|u0(a:)|2dx, t>0,
I I

mit dem kleinsten Eigenwert des Ortsoperators, A\ = an?. Dieses unliebsame Verhalten
wird vermieden bei Verwendung einer Modifikation des Crank-Nicolson-Verfahrens als
ein sog. , Teilschrittverfahren“ bestehend aus jeweils drei sukzessiven Teilschritten vom
Crank-Nicolson-Typ:

(I 4+ abkA)U™ 0 = (I — BOkA,) U™
(I + BOkANU™ = (I — af'kA,)U™ T
(I + abkA)U™ = (I — BOkA,)U™?

mit den Parametern 6 = 1 — %\/5 = 0,292893..., ¢/ = 1 — 20 und beliebigen Werten
a € (3,1], B =1—a. Fiir den speziellen Wert o = (1 —26)(1 — 6)~' = 0,585786... ist
af = (0", so dass die zu invertierenden Matrizen in den Teilschritten iibereinstimmen.
Dieses Verfahren wird beschrieben durch die rationale Funktion

(1+ab'2)(1+ p62)?
(1 —ab2)?(1 — p6'2)
Aus dieser Beziehung liest man ab, dass das obige Teilschrittverfahren wie das einfache
Crank-Nicolson-Schema von zweiter Ordnung genau ist, und insbesondere dass es stark
A-stabil ist:

Ro(=)| <1, Rez<0, Tim |Ro(2)| = g <1.

Re z——o00

Ry(z) = =e* +0(z]*).

Dieses Schema hat sich in der Praxis als besonders geeignet zur Behandlung von parabo-
lischen Problemen mit nicht notwendig reguldren Daten erwiesen.

it) Rothe-Methode: Die Differentialgleichung wird zunéchst mit einem A-stabilen Verfah-
ren in der Zeit diskretisiert. Bei Verwendung z.B. des impliziten Euler-Schemas ergibt sich
eine Folge von stationidren Randwertaufgaben (vom Sturm-Liouville-Typ)

U™ —akd2U™ =U™ " +kf™ m>1, U’ =u".
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Diese Probleme werden nun nacheinander auf moéglicherweise wechselnden, dem Losungs-
verlauf angepafiten Ortsgittern diskretisiert. Das Problem ist dabei der addquate Transfer
der jeweiligen Startlésung U™~ vom alten auf das neue Ortsgitter. Hier zeigt sich wieder
der systematische Vorteil einer Finite-Elemente-Galerkin-Methode, bei der sich ganz au-
tomatisch als richtige Wahl die L?-Projektion von U™~ ! auf das neue Gitter ergibt. Die
theoretische Analyse der Rothe-Methode mit wechselnder Ortsdiskretisierung ist wesent-
lich schwieriger als die der einfachen Linienmethode und kann im Rahmen dieser kurzen
Einfiihrung nicht beschrieben werden.

i) Globale Diskretisierung: Ahnlich wie bei den Transportproblemen kénnte auch bei der
Wirmeleitungsgleichung eine simultane Diskretisierung (etwa mit einem Finite-Elemente-
Galerkin-Verfahren) auf einem unstrukturierten Gitter der ganzen (x,t)-Ebene erfolgen.
Dieser theoretisch durchaus attraktive Ansatz wird aber bei hoher dimensionalen Pro-
blemen wegen der globalen Kopplung aller Unbekannten zu rechenaufwendig und spielt
daher in der Praxis keine Rolle.

12.3 Laplace-Gleichung (elliptisches Problem)

Wir verwenden wieder die Bezeichnung z := (1, 22)7 von oben fiir Punkte der (z1, zs)-

Ebene und betrachten auf dem (offenen) Bereich Q = {z e R?|0 < x; <1 (i = 1,2)} die
Differentialgleichung

—Au(r) == —0fu(z) — dju(z) = f(z), x€Q, (12.3.23)

mit dem sog. ,Laplace-Operator® A fiir gegebene rechte Seite f(x). Diese ,Poisson-
Gleichung* genannte Differentialgleichung 2. Ordnung gehort zur Klasse der ,elliptischen*
Probleme. Diese sind dadurch ausgezeichnet, dass keine charakteristischen Richtungen
existieren, d.h.: Storungen breiten sich in alle Richtungen mit unendlicher Geschwindig-
keit aus. Entsprechend diirfen (und miissen) analog wie beim eindimensionalen Sturm-
Liouville-Problem auch wieder entlang des ganzen Randes 02 des betrachteten Losungs-
gebiets 2 Vorgaben fiir die Losung gemacht werden. Wir betrachten hier der Einfachheit
halber nur homogene Dirichletsche Randbedingungen u(z) =0, = € 0 (sog. ,1. Rand-
wertproblem des Laplace-Operators“). Die Losung u beschreibt z.B. die Auslenkung einer
(idealisierten) elastischen Membran, die iiber dem Gebiet 2 horizontal gespannt und mit
einer Kraftdichte f vertikal belastet wird. Eine Losung w(z) ist i. Allg. nicht geschlossen
angebbar, so dass man auf numerische Approximation angewiesen ist. Der Nachweis der
Existenz von Losungen der Poisson-Gleichung kann hier im Rahmen dieser Einfiithrung
nicht beschrieben werden. Er ist wesentlich aufwendiger als das entsprechende Argument
bei den eindimensionalen Sturm-Liouville-Problemen. Die Eindeutigkeit von Losungen
folgt aber wieder mit einem einfachen Variationsargument. Seien u® (i = 1,2) zwei
Losungen mit endlicher ., Energie®:

EW) = 3(Vu®, vu)g — (f,u)q < co.

Hier bezeichnet (v,w)q := [,v(z)w(z)dr das L*-Skalarprodukt iiber dem Gebiet .
Dann gilt fiir die Differenz w = u(V) — 4

(Vw> Vw)ﬂ = (_Aw>w)ﬂ =0
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und folglich wegen der Randbedingung notwendig w = konst. = 0. Wir bemerken noch,
dass die Losungen elliptischer Probleme auf Gebieten mit nicht glatten Réndern (wie
das hier betrachtete Quadrat) bei den Eckpunkten i. Allg. lokale Irregularitdten, d.h.
Singularitéiten in hoheren Ableitungen, besitzen.

12.3.1 Differenzenverfahren

Die Differenzendiskretisierung des Poisson-Problems (12.3.23) erfolgt analog wie die des
Sturm-Liouville-Problems in einer Dimension. Wir iiberdecken den Bereich Q) wieder mit
einem achsen-parallelen Tensorproduktgitter ), := {z € Q|z = x;; = (ih, jh)T, (i,j =
0,...,m+ 1) mit der konstanten Gitterweite h = (m + 1)~ . Die Verwendung derselben
festen Gitterweite in alle Ortsrichtungen ist nicht zwingend und erfolgt hier nur der Ein-
fachheit halber. Die N = m? inneren Gitterpunkte, bezeichnet als die Punktmenge Q, ,

werden zeilenweise durchnumeriert.

13 14 15 16
h

Abbildung 12.1: Diskretisierungsgitter des Modellproblems

Auf dem Gitter ), werden Gitterfunktionen U, := (UZ]);”;;lO gesucht als Losungen der
Differenzengleichungen

AU, = Fy Ti; € Qy (12324)
mit der Notation

(AWUR)ij := b2 (4Us5 — Uigrj — Uiy — Ui jor — Uy ja)
(Fr)ij = flzyy), 1<i,5<m.
Die geometrische Verteilung der Stiitzstellen fiir diesen Differenzenoperator begriinden sei-

nen Namen ,, 5-Punkte-Operator“. Entsprechend den gegebenen Randbedingungen werden
die Randwerte Up; = 0, U;o = 0 gesetzt. Die Gitterwerte sind dann Approximationen
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der exakten Losung, U;; =~ u(x;;). Das Differenzenschema (12.3.24) ist dquivalent zu dem
linearen Gleichungssystem

AU, = by, (12.3.25)

fiir den Vektor Uy, = (Uyj)ij=1...m € RY der unbekannten Knotenwerte. Die Matrix hat
die schon bekannte Gestalt ( I,,, die mxm-Einheitsmatrix)

[ B, —I. | 4 1 1)
—Im By, —I, -1 4 -1
A, = b2 N B, = m.
I, B, . 1 4 -
L . . i ) i .- .- 1 )

Die rechte Seite ist bestimmt durch by, = (f(211), .-, f(Tmm)) . Die Matrix A, ist

a) eine diinn besetzte Bandmatrix mit der Bandbreite 2m + 1;
b) symmetrisch, irreduzibel und schwach diagonal dominant;

¢) positiv definit und M-Matrix.

Die M-Matrixeigenschaft von Aj, erlaubt es, bei der Fehleranalyse fiir die Differenzen-
approximation (12.3.24) analog vorzugehen wie vorher beim Sturm-Liouville-Problem in
einer Dimension.

Satz 12.3 (5-Punkte-Schema): Fir die 5-Punkte-Differenzenapprozimation (12.3.24)
der Poisson-Gleichung (12.3.23) gilt im Falle einer hinreichend glatten Losung die a-priori
Fehlerabschdtzung

max |u(z;;) — Uy| < &= Mh?, (12.3.26)

Tij

mit der Konstante M := maxg{|0fu| + |05ul}.
Beweis: Der Abschneidefehler der 5-Punkte-Differenzenapproximation geniigt der Abschéatzung

— 12

max |7,| := max ‘fij - (Ahu)ij\ < 5h? m@X{‘an‘ + \8§u\}
3 Z‘”€Qh Q

Hieraus ersehen wir, dafl die Differenzenapproximation exakt ist insbesondere fiir quadra-
tische Polynome. Die Fehlerfunktion des Verfahrens sei mit ey := uj, — U, bezeichnet. Aus
der M-Matrix-Eigenschaft der zum Differenzenoperator —A, korrespondierenden Matrix
Ay, folgt fiir deren Inverse komponentenweise A, ' > 0. Fiir jede Gitterfunktion v, im-
plizieren dann die Beziehungen —Ajv, < 0 in Q und v, < 0 auf 02, notwendig, dafl
vp <0 in ganz €, (diskretes Maximumprinzip). Wir definieren die quadratische Funkti-
on w(z) = LM~ (z1(1 — 21) + 22(1 — x2)) sowie die zugehdrige Gitterfunktion wy, . In
Gitterpunkten auf dem Rand 0f);, ist offensichtlich w;, > 0 und

—Apw, = —Aw = —1—12Mh2, Ti; € Qp
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Dann ist weiter =+e;, — wy, < 0 in Punkten auf 02, und
—Ah(ﬂ:6h — wh) =47, — %M}F <0, Ti; € Q.

Folglich muss
—wp, < ep < Wy

auf ganz €2, sein. Dies impliziert die behauptete Fehlerabschétzung. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der numerischen Approximation von elliptischen Randwertauf-
gaben vom Typ (12.3.23) ist die effiziente Losung der auftretenden, global gekoppelten,
linearen Gleichungssysteme. Um diesen abzuschétzen, betrachten wir die folgende Modell-
situation: Zu der speziellen rechten Seite f(x) = 27w%sin(mz)sin(mzy) gehort die exakte
Losung

u(z) = sin(mxy) sin(mwxs) .

Aus der obigen a priori Fehlerabschétzung (12.3.26) entnehmen wir hierfiir

H;aX ‘U(ZL’”) - UZJ| S %71’4}1,2 .
ij

Zur Erzielung einer Genauigkeit von & = 107 (vier Stellen) ist also die Gitterweite
h ~ V96m 2107 ~ 1072,

erforderlich. Die Anzahl von Unbekannten im System (12.3.25) ist dann N ~ 10%.
Zur Bestimmung der Konditionierung der zugehorigen Systemmatrix Aj; berechnen
wir wieder ihre Eigenwerte und Eigenvektoren:

M = h™2{4 — 2 (cos(khr) + cos(lhm))}, w™ = (sin(ikhm)sin(jlh7))i =1, m -

.....

Also ist

Amax = B 2{4 —4cos (1 —h)r} = 8h™ 2+ O(1)
Amin = b2 {4 — 4 cos (hm)} = K2 {4 — 4(1 — i7°h*)} + O(h?)) = 27 + O(h?)

und somit
condpg: (Ay) ~ 4n2h72.

Fiir die Gitterweite h = 1072 folgt also cond.(Ap) ~ 47210~ ~ 5.000 .

Zur Bestimmung der Losung des durch Diskretisierung der Randwertaufgabe (12.3.23)
entstehenden (N x N)-Gleichungssystems AU, = b, benotigen die einfachen Fixpunkti-
terationen (Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren) O(N?) Operationen. Als direktes Verfah-
ren erfordert das Cholesky-Verfahren bei Beriicksichtigung der speziellen Struktur der Sy-
stemmatrix O(m2?N) = O(N?) Operationen zur Berechnung der Zerlegung A; = L, LT
und das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass
letzteres O(mN) = O(N?3?) Speicherplitze benstigt im Gegensatz zu den nur O(N)
der einfachen Iterationsverfahren. In den letzten Jahren wurden sehr effiziente Verfahren
zur Losung von Problemen des obigen Typs entwickelt (die sog. ,,Mehrgitter-Verfahren®),
die in der Regel die N Unbekannten mit O(N) Operationen berechnen.
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12.3.2 Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

Das Finite-Elemente-Verfahren zur Approximation der Poisson-Gleichung (12.3.23) sieht
formal genauso aus wie beim Sturm-Liouville-Problem in einer Dimension. Ausgangspunkt
ist wieder eine variationellen Formulierung des Problems:

wueV: (Vu,Vo)a=(f,0)a YoeV. (12.3.27)

Dabei bezeichnet V' den Raum der Funktionen mit endlicher Energie E(-). Fiir unsere
Zwecke geniigt es zu wissen, dass dieser Funktionenraum den folgenden Raum als Teilraum
enthalt:

Vi={ve C(Q)|v stiickweise stetig differenzierbar, vjpo = 0}.

Fiir Funktionen aus V' gilt die mehrdimensionale Poincarésche Ungleichung
Vollo > [lvlle,  veV.

Zur Diskretisierung wird der Bereich © wieder in Dreiecke K zerlegt, wobei je zwei
Dreiecke nur eine ganze Seite oder einem Eckpunkt gemeinsam haben koénnen, d.h. sog.
héngende Knoten sind hier nicht erlaubt. Die Knotenpunkte dieser Triangulierung werden
mit P; bezeichnet, wobei die Art der Numerierung beliebig ist. Die Triangulierung T}
ist i.allg. unstrukturiert, d.h.: Die Knotenpunkte brauchen keine zeilenweise bzw. spal-
tenweise Numerierung zu erlauben. Die Feinheit von 7} wird durch die lokale Zellweite
hi = diam(K) und die globale Gitterweite h := maxger, hx beschrieben. Auf der Tri-
angulierung 7}, wird der folgende Finite-Elemente-Ansatzraum stiickweise linearer Funk-
tionen definiert:
Vi, = {'Uh S V| Up|k € Pl(K), K e Th}.

Die approximierenden Probleme lauten dann

up € Vi : (Vuh, v¢h)9 = (f, SOh)Q Vo € V. (12328)
Wie im eindimensionalen Fall wird eine ,,Knotenbasis* {apg), i=1,...,N = dimV,}

von Vj, eingefiihrt (sog. ,Lagrange-Basis“ ), bzgl. derer jede Funktion v, € V), eine
Darstellung der Form besitzt

N
Vyp = th(PZ)QOEZ) .
i=1

Bei Verwendung dieser Basis ist das diskrete Problem (12.3.28) wieder dquivalent zu einem
linearen Gleichungssystem
AhU h = bh

fir den Vektor Uy := (un(P;))Y, der Knotenwerte mit der Systemmatrix (sog. ,,Steifig-

keitsmatrix“) Ay = (a;;);; und der rechten Seite (sog. ,Lastvektor®) b, = (b;); :

ay = (Ve Voo, b= (£. V¢

Die Matrix Aj ist wieder symmetrisch und (im Hinblick auf die Poincarésche Unglei-
chung) auch positiv definit. Man kann zeigen, dass ihre Spektralkondition sich auch auf
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allgemeinen Triangulierungen stets wie die des 5-Punkte-Differenzenoperators verhélt:
cond,, a1 (A) = O(h™?) . Dabei ist die Potenz h™ weder durch die Raumdimension noch
durch den Polynomgrad der Ansatzfunktionen sondern allein durch die Ordnung des Dif-
ferentialoperators A bestimmt.

Mit Hilfe der ,,Galerkin-Orthogonalitat® fiir die Fehlerfunktion e := u — uy, ,
(Ve,Vor)a=0, on € Va,
erschliefen wir wieder die Bestapproximationseigenschaft des Galerkin-Verfahrens:

[Vello < min [V~ g)o. (12.3.29)
PrhEVL

Fiir Funktionen v € V' definieren wir wieder die Knoteninterpolierende I,v € V}, durch
Iyw(P) =v(P;), (i=1,..,N). Fiir den zugehorigen Interpolationsfehler gilt
IV (v — Iyw)||x < cihg|| V0], (12.3.30)

wobei V2v den Tensor der zweiten partiellen Ableitungen von v bezeichnet. Durch Kom-
bination der Abschétzungen (12.3.29) und (12.3.30) erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 12.4 (FEM): Fir die Finite-Elemente-Galerkin-Methode (12.3.28) mit stickweise
linearen Ansatzfunktionen gilt die Konvergenzabschdtzung

Vella < b || Vullq. (12.3.31)

Mit Hilfe eines Dualitéitsarguments analog zu dem beim Sturm-Liouville-Problem verwen-
deten 148t sich auch eine verbesserte L2-Fehlerabschiitzung herleiten,

lella < cicsh? [V - (12.3.32)

Dabei ist diesmal allerdings die Abschéatzung der Stabilitdtskonstante ¢y fiir das duale
Problem

—Az = |le|lgte inQ, 200 = 0, (12.3.33)

wesentlich komplizierter (und i. Allg. auf nicht glattberandeten Gebieten in dieser Form
auch gar nicht richtig).

12.3.3 Losung der linearen algebraischen Gleichungssysteme

Siehe das Vorlesungsskriptum ,,Einfiithrung in die Numerische Mathematik*:

Kapitel 6 Lineare Gleichungssysteme 11 (Iterative Verfahren)

6.1 Fixpunktiterationen
6.1.1 Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren
6.1.2 SOR-Verfahren
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6.2 Abstiegsverfahren
6.2.1 Gradienten-Verfahren

6.2.2 CG-Verfahren
6.2.3 Allgemeinere CG-Verfahren und Vorkonditionierung

6.3 Ein Modellproblem
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