
IWR – Universität Heidelberg
Prof. Dr. Guido Kanschat

Abgabe: 23.11.2012
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Aufgabe 5.1: (Gauß-Quadratur) Bestimmen Sie die Quadraturpunkte und -gewichte der Gauß-Formel mit 3 Stützpunkten
für das Intervall [0, 1] ohne eine Formelsammlung zu benutzen.

Aufgabe 5.2: (Gauß-Approximation I)

(a) Benutzen Sie die Legendre-Polynome aus dem Skript, um die Gauß-Approximation p der Funktion f(x) = cos
(
π
2x
)

im
Raum P2 auf dem Intervall [−1, 1] zu berechnen.

(b) Berechnen Sie die Fehler

‖f − p‖2 =

√∫ 1

−1
|f(x)− p(x)|2 dx und ‖f − p‖∞ = max

x[−1,1]
|f(x)− g(x)|

(c) Bestimmen Sie die Gauß-Approximation q der Funktion g(x) = 3x2 − 2x+ 1 im Raum P4 auf dem Intervall [−1, 1].

Aufgabe 5.3: (Orthogonale trigonometrische Funktionen)

(a) Zeigen Sie, dass durch die 2π-periodischen Funktionen

ϕ2n(x) = cos(nx) n = 0, 1, . . .

ϕ2n−1(x) = sin(nx) n = 1, 2, . . .

ein Orthogonalsystem bezüglich des Skalarprodukts

〈ϕ,ψ〉0 =

∫ π

−π
ϕ(x)ψ(x) dx

gebildet wird. (Hilfe: Partielle Integration und Sätze aus der Trigonometrie über Vielfache von Argumenten)

(b) Zeigen Sie, dass die Funktionen ϕn für n ≥ 1 auch orthogonal sind bzgl. der Skalarprodukte

〈ϕ,ψ〉1 =

∫ π

−π
ϕ′(x)ψ′(x) dx und 〈ϕ,ψ〉2 =

∫ π

−π
ϕ′′(x)ψ′′(x) dx.

Aufgabe 5.4: (Zusatzaufgabe: Gauß-Approximation II)

Gauß-Approximation im weiteren Sinne kann man für beliebige Skalarprodukte mit zugehöriger Norm ‖.‖∗ =
√
〈., .〉∗ de-

finieren. Häufig sucht man die Funktion, deren mittlerer Abstand in endlich vielen Messpunkten minimal ist. Das tun wir im
Folgenden:

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der 3-Term-Rekursionsformel (siehe Scriptum und Aufgabe 4.3) die ersten 3 orthogonalen
Polynome bezüglich des Skalarprodukts (auf P2)

〈p, q〉∗ = p(−1)q(−1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

(b) Berechnen Sie die Gauß-Approximierende ϕ der Funktion f(x) = cos(π2x) im Raum P2 bzgl. dieses Skalarprodukts.

(c) Berechnen Sie den Fehler ‖f−ϕ‖∗, und vergleichen Sie ihn mit dem Fehler ‖f−p‖∗ der Approximation der Aufgabe 5.2.

Jede Aufgabe 4 Punkte.


